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1 GENERALITES

La reconnaissance des formes consiste en une automatisation de taches de
perception artificielle réalisées usuellement par le cerveau et le systéme sensoriel
humain

exemple:

- reconnaitre
- un caractere manuscrit
- un son, un signal
- un objet dans une image numérique.

Une forme est une représentation simplifiée du monde extérieur définie sous
une forme acceptable par I’ordinateur ( par exemple un vecteur de réels, ou bien un
mot d’un langage donné, ....).

"Forme"

PRE-
—> CAPTEUR | | tparTEMENT| —  { informations }

Figure 1 - De la réalité a la « forme »

Un systeme de reconnaissance des formes peut comporter une phase
d’apprentissage qui va consister a « apprendre » a reconnaitre des formes sur la base
d’échantillons. Lorsque cette phase d’apprentissage sera achevée le systéme sera alors
prét a fonctionner pour reconnaitre des formes inconnues qui lui seront soumises.

Mais un systéme de reconnaissance des formes peut étre aussi un systeme qui
trie (fait des « paquets » homogenes suivant certains critéres) un ensemble de formes
inconnues. Il n y a alors pas d’apprentissage a proprement parler.

On voit donc qu’il y a de nombreuses approches possibles pour ce probléme.

Le schéma général d’un systéme de reconnaissance des formes avec un phase
d’apprentissage est donné par la figure suivante:



_ Ensemble des
——» |CAPTEURS informations

extraction des

PRETRAITEMENT parameétres

@ pertinents
APPRENTISSAGE

e J—

Pour définir des
critéres de
décision

Figure 2 - schéma général d'un systéme de reconnaissance des formes

1.1 APPRENTISSAGE

Dans le cas d’apprentissage il s’agit en fait de fournir au systéme un ensemble
de formes qui sont déja connues ( on connait la classe de chacune d’elles). C’est cet
ensemble d’apprentissage qui va permettre de « régler » le systéme de reconnaissance
de facon a ce qu’il soit capable de reconnaitre ultérieurement des formes de classe
inconnue.

Il y a plusieurs cas possibles:

1) - Nombre de classes connu
- On connait la classe de chaque forme de 1’ensemble d’échantillons

On parle alors d’apprentissage supervisé (ou avec « professeur »)
2) - Nombre de classes connu ou non
- On ne connait pas la classe des échantillons ( ce qu’on sait c’est
seulement que I’ensemble des échantillons représente ce qu’on doit

connaitre)

On parle alors d’apprentissage non supervisé ( ou sans « professeur »)



En fait le role du module d’apprentissage consiste a caractériser chaque classe
par exemple par des relations entre les parametres définissant la forme

Exemple:

Supposons que des formes soient définies par des vecteurs de R? ( donc deux
parametres réels !) et supposons disposer d’échantillons de deux classes d’objets .
On peut alors représenter ces échantillons dans 1’espace R* des paramétres.

L’apprentissage peut alors par exemple consister a trouver automatiquement
un courbe séparant les échantillons de chacune des deux classes. C’est la recherche de
cette courbe qui va étre I’apprentissage des deux classes:

Classe 1 +

+

: >
Classe2

x1 / x1

Si on doit maintenant reconnaitre une forme quelconque inconnue
alors on regarde sa position relativement a la courbe (D). On suppose
ici que c’est une droite.

x2

Figure 3 - exemple d'apprentissage et de régle de décision induite



1.2 REMARQUES

L’espace des paramétres définissant une forme n’est pas toujours R?. Ainsi en
reconnaissance syntaxique, une forme peut étre définie comme un mot appartenant au
langage généré par une grammaire donnée.

L’apprentissage est un processus complexe et des boucles de contrdle peuvent
¢ventuellement étre prévues de maniere a valider un ensemble d’échantillons
d’apprentissage.

En effet les formes échantillons fournies par un utilisateur peuvent étre
biaisées et/ou non exhaustives ( représentation partielle et tronquée de la classe de
formes correspondante)

Si on a une idée a priori sur les classes a reconnaitre ( par exemple une classe
sera dite « gaussienne » si toutes les formes de cette classe sont voisines d’une forme
moyenne prototype et si la probabilité d’avoir des formes éloignées de la moyenne
sont de plus en plus faible avec 1’éloignement).

Dans ces cas de figure, on a des processus d’apprentissage simplifiés et
quelques formes échantillons permettront de fixer les parameétres d’un modele de
reconnaissance.

1.3 APPROCHE « SYSTEME »

Il existe une approche qualifiée d’approche « systéme »:

Dans la théorie des systémes , un systeme peut étre considéré comme une
boite noire avec une entrée ( la forme) et une sortie ( la décision de classification de la
forme).

Entrée —» S ———»  Sortie

Le systéme d’apprentissage peut alors étre représenté par le schéma suivant:

10



systéme
réel

Entré

Systfme sortie M\
maqfiélisé simulée

>

critere [_

' optimisation

Figure 4 - Approche "systéme" de la reconnaissance des formes

1.4 DOMAINES D’APPLICATION

1.4.1 Reconnaissance des formes sur
temporels

- Signal de parole
reconnaissance de la parole ( qu’a t on dit ?)
reconnaissance du locuteur ( qui a parlé ?)
- Signaux biomédicaux
ex : ¢lectrocardiogramme...

- surveillance d’instruments , diagnostics de panne

11
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1.4.2 Reconnaissance des formes dans les images
numériques

- Lecture automatique de caracteres
- reconnaissance d’empreintes digitales
- radiographies
- analyse de scénes , interprétation d’images, « computer vision »
Dans ces dernieres approches on voit rapidement apparaitre la nécessité de

coupler les techniques « pures et dures « de la reconnaissance des formes classiques
avec les techniques de I’intelligence artificielle...

12



2 METHODES STOCHASTIQUES
2.1 INTRODUCTION

Dans ces méthodes de reconnaissance des formes ou il va s’agir de regrouper
les formes inconnues dans des classes, on va considérer que chacune des classes est
régie par un phénomene stochastique ( par exemple on dira qu’on s’intéresse a une
classe de comportement gaussien : chaque forme de la classe a une certaine
probabilité de se produire et la loi de probabilité correspondante est gaussienne)

2.2 DECISION BAYESIENNE

La théorie de la décision Bayésienne est la théorie centrale des méthodes
stochastiques ou les problémes de décision sont traités en termes de probabilités. Le
point central de cette théorie est la régle de Bayes qui permet en fait de choisir
I’hypothese ayant la probabilité la plus élevée.

2.2.1 présentation

Nous allons prendre un exemple tout a fait simple permettant de comprendre
le réle des différents ¢léments entrant dans la méthode de décision Bayésienne.

Nous allons supposer que 1’on s’intéresse a une entreprise de sciage de troncs
d’arbres ayant la particularité¢ de ne traiter que des frénes et des bouleaux. Cette
entreprise ne sort donc que des planches de fréne et de bouleau. On va alors
considérer 1’état d’une planche ( état = “fréne” ou “bouleau’) comme une variable
aléatoire w qui peut prendre deux valeurs w; et w;

w (fréne)

w (état planche)
variable aléatoire \
w, (bouleau)

2.2.1.1 probabilité a priori d’une classe

Supposons maintenant que I’on connait les quantités respectives de fréne et de
bouleau qui rentrent dans la scierie, alors on connait en fait les proportions de
planches de fréne et de bouleau en sortie !

Supposons pour fixer les idées qu’on regoit 2/3 de fréne et 1/3 de bouleau,

alors on peut dire qu’en sortie deux planches sur trois en moyenne en sortie sont du
fréne et une planche sur trois est du bouleau.
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Si maintenant on doit maintenant décider la classe d’une planche quelconque
qui sort et sur laquelle on n’a aucune information ( on ne la voit pas , on ne la touche
pas, on ne la sent pas ! ...) , on pourra valablement dire que c’est du fréne) et ainsi on
minimise la probabilité de se tromper ( puisqu’on a deux chances sur trois d’étre dans
le vrai ).

En fait on peut dire qu’on dispose d’une information capitale qui est

- la probabilité a priori de w; p(w;) =2/3
- la probabilité a priori de wy p(wz) = 1/3

On voit immédiatement le réle capital que joue la probabilité a priori de
chaque classe.

Si on ne dispose méme pas de la probabilité a priori de chacune des classes de
formes recherchées alors en général on partagera la probabilité de fagon égalitaire sur
chacune des classes en concurrence.

Si on peut réaliser un apprentissage , c’est a dire qu’on vous fournit des
¢chantillons représentatifs de chacune des classes, on peut supposer que ces
¢chantillons sont non seulement représentatifs de chacune des classes mais aussi de
I’ensemble des classes , dans ce cas la proportion de chacune des classes dans
I’ensemble des échantillons permettra d’obtenir les probabilités a priori des classes.

2.2.1.2 loi de densité de probabilité d’une classe

Nous allons maintenant supposer que la scierie a installé une caméra N/B
capable de saisir une image numérique de la surface de chaque planche qui sort et que
cette image est traitée par un ordinateur qui peut fournir pour chaque image sa
luminance moyenne. Ce parametre étant considéré a priori comme relativement
caractéristique de chaque essence de bois.

A partir d’échantillons ( ¢’est a dire des planches qui sortent pour lesquelles
on connait la classe (w; ou w;) et en méme temps la luminance moyenne) on va

chercher a estimer comment se distribue la luminance pour chacune des classes.

supposons avoir obtenu les histogrammes suivants:

nombre
d'échagtillons
fréne

luminance

nombre
d'échawllons
bouleau

luminance
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A partir de 1a on peut obtenir les fonctions de densité de probabilité de
chacune des classes P(x/w) et p(x/w;) représentées ci dessous ( suivant une méthode
vue plus tard):

P(x/w1)

P(x/w2)

X
>

luminance

Figure 5 - Histogrammes des échantillons et densités de probabilité des classes

Notons que

+00 +0
[ Piwyxdr=1 et [P(x/wy)xdr=1
0 0

2.2.1.3 régle de Bayes et décision Bayésienne

La régle de Bayes permet de calculer ce qu’on appelle les probabilités a
posteriori des classes , ¢’est a dire P(w/x) et P(w2/X) a partir des probabilités a priori
des classes P(w;) et P(w,) et des fonctions de densité des probabilités p(x/w;) et
p(x/w»).

2
Pw; [ x) = P(x/wll-)() X)P(Wi) Vi=L2 avec P(x)= ZP(x/wj) x P(w;)
X =

L’interprétation de P(w;/x) est la suivante: ayant obtenu une forme ( décrite
par une valeur x de luminance ) P(w;/x) donne la probabilité d’avoir alors la classe
Wi.

Dans notre exemple , avec les lois de densité de probabilité obtenues et les
probabilités a priori données précédemment on obtient approximativement les
densités de probabilité a posteriori suivantes
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1 P(w1/x)
P(w2/x)

X

luminance

Figure 6 - densités de probabilité a posteriori des classes

La regle de décision Bayésienne est alors pratiquement immédiate:
Ayant remarqué une forme inconnue x ( la forme est assimilée au parametre
qui la caractérise, ici un réel qui est la luminance moyenne de la planche) on dira

que la forme inconnue x est de la classe w; si P(w/x) > P(w2/X)
sinon elle est de la classe w, Soit sous une forme simplifiée:

REGLE DE DECISION BAYESIENNE

Ayant observé x on décide :

wi si P(wy/x) > P(w2/x)
w, sinon

ou encore

wi si P(x/wp)xP(wq) > P(x/wz)xP(w3)

Dans cette régle on voit de fagon particuliérement claire qu’il est nécessaire et
suffisant de connaitre pour toutes les classes cherchées la probabilité a priori et la loi
de densité de probabilité de cette classe.
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Justification de cette régle:

En fonction de la décision prise pour classer une forme x on augmentera ou
diminuera la probabilité d’erreur ( probabilité¢ de se tromper dans le choix de la classe
d’affectation pour x)

Ainsi ayant une forme x on peut dire P(erreur/x) = P(w;/x) sion décide w;
P(w>/X) si on décide w,

D’emblée on note que le bon choix est celui qui minimise la probabilité
d’erreur.
L’erreur a en effet une probabilité minimale si on décide w; et que P(w/x) > P(w2/X)
ou w, et que P(wy/x) > P(w;/x)

La probabilit¢ moyenne d’erreur est donnée par la formule suivante

+00
P(erreur) = I P(erreur / x) x P(x) x dx
0

Si pour toutes les valeurs possibles de x (luminance) on a P(erreur/x)
minimum alors on est slr que P(erreur) est minimal.

La régle de décision Bayésienne minimise donc a coup str la probabilité de se
tromper.

2.2.1.4 Le choix des parametres pour caractériser une forme

Nous donnons ici quelques €léments sur le probléme du choix des paramétres
pour caractériser une forme.

Dans I’exemple que nous avons pris nous avons décidé chaque forme ( une
planche qui sort de la scierie) était définie par sa luminance moyenne. Mais si nous
regardons les lois de distribution des deux classes nous voyons que les deux classes ne
sont pas bien séparées par ce seul paramétre puisque des échantillons eux mémes
seront mal classés par la régle de décision Bayésienne (méme si on minimise la
probabilité d’erreur , les erreurs seront dans ce cas de figure relativement nombreuses.

Supposons que I’on soit capable a partir de 1‘image fournie par la caméra de
calculer le grain du bois ( parametre de texture), alors la forme sera maintenant
définie par un vecteur de R*

(x1,X2) avec x; :luminance moyenne
X, : grain

Si on a la répartition suivante pour les échantillons des classes on voit que le
classifieur ne pourra étre que plus performant
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x2

grain
4 +
+ + + ++
+
£ .t +
++
+ + +
+ ++++ +
+ +
+++ + +
+

x1
.

luminance

Figure 7 - choix des parametres pour caractériser une forme

On voit qu’en projection sur l’axe x; (luminance) on retrouve les
histogrammes et les lois de densité de probabilité initiales, mais que ’ajout d’un
parametre améliorera ici a coup sur le résultat de la classification par la régle de
Bayes.

Mais les lois de densité de probabilités P(x/w;) et P(w/x) sont maintenant des
lois multidimensionnelles.

2.2.2 théorie de la decision bayesienne

Dans ce paragraphe nous allons aborder la décision Bayésienne dans le cas le
plus général, puis nous définirons dans ce cadre la notion de fonctions discriminantes
qui seront utilisées largement par la suite.

2.2.2.1 Formalisation de la décision Bayé¢sienne dans le cas
général

Nous allons en fait généraliser I’exemple élémentaire de la “scierie®.

- plus de 1 parametre de mesure
(la forme est définie par un vecteur de parametres (élément de RY)
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- Plus de deux classes (mais on suppose que les classes définies regroupent
tous les états possibles des formes, c’est a dire que toute forme appartient
obligatoirement a 1’une des classes définies. Si ce n’est pas le cas on crée une classe
supplémentaire dite de « rejet » pour tomber dans cette supposition)

- Les différents types d’erreurs lorsqu’on classe suivent des lois dépendantes
des décisions

Soient les définitions suivantes:
W={w,wy,.....,ws} I’ensemble des s classes d’appartenance possibles

A={a;,ay, .....,ax} ’ensemble des k actions (décisions) possibles.
En général a; est la décision de classer dans la classe w;

A(a;,wj) colt de la décision a; quand la forme appartient a la classe w;
X= {X1,X2, veee. , X4} vecteur de paramétres décrivant une forme
P(x/w;)  fonction de densité de probabilité de la classe w;

P(w;) probabilité a priori de la classe w;

alors,

P(x/w;)x P S
(e /w;)x Plw ) avec  P(x)= Y, P(x/wi)x P(w)

PGw. /x) =
(w; /x) P0) Z

Le colt d’une décision a; est égal a:

R(a; Ix) = Zs:ﬂu(al- Iwy)xP(w;/x)
j=1

Cette valeur est appelée le risque conditionnel.

La regle de décision qui a une forme x va faire correspondre une décision a(x)
(a(x)=a;oua; ....... ou as ) devra minimiser le risque global R avec

R = I R(a(x)/x) x p(x) x dx

ce qui est réalis¢ notamment si R(a(x)/x) est minimum pour tout vecteur X.
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D’ou la regle de décision Bayésienne:

Etant donné un vecteur x caractérisant une forme

Pouri=1,2,...k
calculer le risque conditionnel

R(a; I x)= Zslﬂ(ai Iwy)x P(w; /x)

J=1
et choisir la décision a; telle que R(ai/x) soit minimum

2.2.2.1.1 Cas particulier de deux classes

Nous considérons ici I’approche générale dans le cas ou le nombre total de
classes est de deux ( et on suppose qu’il n’y a pas de classe de rejet.

action a; --> décision w; , action a, --> décision w,
Soit Aj=A(ai/'w;) colt de la décision w; quand la vérité est w
Alors

R(ai/x)=A11 P(wi/x) + A2 P(wo/x)
R(ax/x)=\21 P(W1/x) + 22 P(Wo/X)

avec A1 < A2 car la décision qui correspond
Ao < Ay a la vérité doit coliter moins cher !

Par exemple on décide w; si R(a;/x) < R(ay/x)
soit si

(7\.21—7\,11) P(Wl/X) > (7\.12—7\,22) P(Wz/X)
soit
(7\,21-7\,11) P(X/Wl) P(W]) > (7\,12-7\,22) P(X/Wz) P(Wz)

Soit

P(x/w)) . (412 —42) y P(w,)
P(x/wy) (A —411)  P(wy)

on décide w; si

Ce rapport s’appelle le rapport de vraisemblance et en fait on choisit wi si le
rapport de vraisemblance est supérieur a un seuil (donné par le deuxiéme terme de
I’inéquation.
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Dans le casou on prend Aj; =Ay1 =1 et Aj; = Ay = 0 alors on retombe sur
ce qu’on avait vu dans la scierie !

2.2.2.1.2 classification par taux d’erreur minimum

On suppose que pour tout i=1....s ona action a; --> décision w;

et qu’on applique une fonction de colit symétrique comme dans le paragraphe
précédent.

Mai/w;) = 0 sii=] pourij=1....8
1 Sii#]

alors

R(a; I x) = iﬂ(al-/wj)xP(wj / x)
j=1
:ZP(WJ- [x)=1-=P(w;/Xx)

J#i

Soit minimiser R(ai/x) équivaut & maximiser P(wi/x)
c’est a dire

..... décider w; ssi P(wi/x) > P(wj/x) pour tout j=i

2.2.2.2 Fonctions discriminantes et classifieurs bayésiens

Pour disposer d’une régle de décision on va supposer que chaque classe
recherchée est caractérisée par une fonction discriminante:

gi(x) pouri=1, ....,s

et les s fonctions discriminantes sont telles que
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une forme x (vecteur de R®) est classée dans la classe w; si gi(x) > gi(x) pour tout j#i

Le classifieur obtenu calcule donc pour un vecteur x donné les fonctions
discriminantes puis cherche le maximum qui permet de choisir la classe. Ce
classifieur peut étre schématisé de la fagon suivante:

gl | g1(%)

x1

g2(x)
MAX E— a(x)
décision
sélection
MAX
gs(x)

forme x calcul

discriminant

Figure 8 - fonctions discriminantes et décision

2.2.2.2.1 Fonctions discriminantes et décision Bayésienne

En partant des formulations vues en décision Bayésienne, on peut définir
facilement une panoplie de fonctions discriminantes.

Ainsi les fonctions suivantes répondent aux criteres d’une fonction
discriminante

> gi(x) = -R(ay/x) car un maximum pour g; correspond a un minimum du cott

> gi(x) = P(wi/x)

> gi(x) = P(x/wi) x P(w))
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Ensuite
si gi(x) est une fonction discriminante alors
>f(gi(x)) si festune fonction croissante et monotone

Voici donc quelques fonctions discriminantes classiques extraites de la théorie de la
décision Bayésienne:

g; (x) = P(w; / x)
P(x/w;) x P(w;)

g; (X) =—
ZP(x/wj) x P(w;)
j=1

g; (x) = P(x/w;)x P(w;)

g, (x) = log[P(X/Wi)]+ log[P(w,-):

2.2.2.2.2 Séparation de I’espace des parameétres en régions

L’utilisation des s fonctions discriminantes pour réaliser la classification de
formes améne a découper 1’espace des observations ( espace des paramétres Xx) en s
régions R; R, ..R,

Chaque région (qui n’est pas forcément connexe) est définie de la facon
suivante:

Si gi(x) > gj(x) pour tout j # i alors x appartient a R;
et on assigne x a w;

On peut alors définir des fronti¢res de décision :
Si deux régions Ri et Rj sont contigués alors 1’équation de la frontiére est

définie par

g(x) = (gi(x)-gj(x)) =0
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Exemples

2
'

g1(x)

Figure 9 - Frontieres de décision dans l'espace des observations

2.2.2.2.3 Fonctions discriminante : cas de deux classes
Dans ce cas on peut calculer g(x)=g;(x)-g2(x)
La décision est alors définie par x est de w1 si g(x) >0

exemples:

g(x)=P(w/x) - P(w,/x)

x1
Xz\ +1 (W1)
\

g(x) — — |
— -1 (w2)

xd

Figure 10 - fonctions discriminantes dans le cas de deux classes
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2.2.2.2.4 probabilité d’erreur et fonctions discriminantes bayésiennes
Voyons d’abord le cas de deux classes et du classifieur bayésien:
On a donc deux régions R1 et R2
Le classifieur se trompe dans les cas suivant:

- x tombe dans R1 mais en fait x appartient a w2
- x tombe dans R2 mais en fait x appartient a wl

On a donc
plerreur/x)= P(x e Ry,w;)+ P(x e Ry,wy)
=P(x e Ry /w)) x P(w))+P(x e Rj /wy)x P(w,)

Soit en calculant la probabilité d’erreur sur toutes les valeurs de x

P(erreur) = Ip(x/wl) x P(wy) x dx + J-p(x/wz )X P(wy) x dx
Rl R2

Exemple sur I’espace d’observation R avec deux classes « gaussiennes »:

p(x/w1)P(w1)
p(x/w2)P(w2)
h
<< > < >
R1 R2
\ frontiére du classifieur
de Bayes qui minimise P(erreur)=S

Figure 11 - Minimisation de la probabilité d'erreur
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On peut aussi voir le probléme par une maximisation de probabilité de
classification correcte.

Ainsi si on a s classes possibles on a

S S
p(correct! x) = Zp(x eR,w;)= Zp(x e R; /w;)x P(w;)
i=1 i=1

ce qui donne

S
P(correct) = z j p(x/w;)x P(w;)x dx
i=1 R,

Le classifieur de Bayes maximise cette probabilité

2.3 LOI NORMALE ET DECISION
BAYESIENNE

2.3.1 Introduction

Nous avons vu qu’un classifieur bayésien est parfaitement défini quand on
connait pour chaque classe
P(x/w;) et P(w;)

La loi de distribution p(x/wj) peut étre aussi complexe qu’on le veut , mais
bien sir les temps de calcul risquent d’étre sérieusement élevés.

C’est pourquoi il est souvent possible de faire des hypothéses sur cette loi de
densité de probabilité qui décrit en fait la distribution des formes d’une classe
particulicre sur I’espace des observations (vecteur x).

Une hypothése remarquable et souvent prise comme une vérité fondamentale
est de supposer que les classes sont gaussiennes.

La loi de densité de probabilité de la classe wi, p(x/wi) est alors une loi
normale définie de facon analytique par quelques parameétres.

Cette hypothése apparait fondée quand pour une classe donnée les vecteurs x
définissant chaque forme sont répartis de fagcon continue et « harmonieuse » autour
d’un vecteur prototype moyen L.
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2.3.1.1 Définition d’une loi normale

Voyons d’abord le cas ou le vecteur x est en fait un nombre réel. La loi normale est
dite « a une dimension »

Pour simplifier les écritures nous noterons la loi de densité de probabilité de la
classe wi p(x/w;) sous la forme p(x) quand il n y aura pas de confusions possibles.

La loi normale notée N(u,c) s’écrit

| _l(ﬂ‘)z
-« 2\ o
p(x)_ma €
avec u=E(x)= Ixxp(x)xdx
et o =E((x—,u)2)= J(x—,u)z x p(x)x x

Figure 12 - Loi normale a une dimension

. \ d
Voyons maintenant le cas ou le vecteur x est dans R

alors on a la loi normale multivariée notée N(p,»" )

I ST )|
p(x) = (2@% ><|Z|y2 X e

_xl | _,U1 |

X2 ) > : matrice de covariance
= A=) |Z| : déterminant

[ Xq LH g

Note:  Pour bien comprendre la notion de matrice de covariance lire I’annexe de ce polycopié sur
I’analyse en composantes principales

Méthode d’estimation de p et »  :
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A partir d’échantillons d’une classe, il est possible d’estimer les paramétres
et > de la loi normale suivie par cette classe.

. . t
si on a donc n observations de formes de la classe, vecteurs Xx=(X; X3 ... Xq)

alors on a

1
Ok :;Z(xk — M) % (x = pp)

La matrice )" est symétrique et définie positive

(sauf cas ou deux composantes du vecteur x sont systématiquement identiques ou bien
si une composante est a variance nulle ( donc composante constante)).

La connaissance de la matrice de covariance d’une classe de formes
emmagasine toute I’information sur la facon dont se répartissent les formes de la
. . .d
classe dans I’espace des observations (ici R").
Ainsi soit a un vecteur unité (|[al|=1) définissant une direction dans R

alors y = a'x est la projection de x suivant a

t r . . . .
et a ) a représente la variance de la projection de x suivant a

Si on considére les n échantillons définissant la classe alors ces échantillons
forment un « nuage » de points dans R de centre uetde « forme» « » ».

Si on veut représenter dans I’espace RY tous les x qui ont une probabilité
identique fixée de se produire cela correspond a un p(x) constante donné et donc a

x-p)' Y 7 (x-p)=Cte
Ce qui est I’équation d’un ellipsoide dans R¢

Chacun des ellipsoides répondant a une équation de ce type représente un ensemble
de points équiprobables pour la classe.

Les vecteurs propres de la matrice ) representent les axes principaux du

nuage de points échantillons.
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Toutes ces notions sont abordées dans 1’annexe sur 1’analyse en composantes
principales.

On peut alors définir une distance entre une forme x et une classe représentée
par sa moyenne [, c'est la distance de Mahanalobis:

Exemple dans le cas de R:

u2

points a distance
constante de |t

ul

Figure 13 - Distance de Mahanalobis dans R’

Eparpillement des échantillons autour de la moyenne:

-> volume de I’hyper-ellipsoide défini par une distance de Mahanalobis de r

V=1, ><|Z|_y2 x 7

avec V4 volume de la sphére unité dont la valeur est définie comme suit:

(d-1) _
A iy

2
d pair --> Vd =—< , dimpair --> Vd =
d '
Vz) d.
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On voit que I’éparpillement des échantillons de la classe autour de la moyenne
est proportionnel a | »° |2

2.3.1.2 Fonctions discriminantes pour la loi normale

Possibilité de fonction discriminante
gwi(x)=log(p(x/wi))+log(P(wi))
Si on fait hypothése que la classe w; suit une loi normale N(piyi,Y wi)

alors:

g, ()= ——; e~ thy ) x 2;1 (v, )—6—2Z log277) —%IOQZWJ +log(p(w;))

Cette fonction discriminante relativement complexe peut éventuellement se
simplifier suivant les hypotheses restrictives faites sur les classes recherchées.

En effet chaque classe w; dispose de sa fonction discriminante gi(x) , mais si
dans chacune de ces fonctions des termes sont indépendants de w; alors on pourra les
¢liminer de I’expression de toutes les fonctions gyi(x), ce qui ne changera rien a la
méthode de décision induite.

Voici différents cas possibles:

nous appellerons chaque composante du vecteur x un parametre.

> Z wi= o pour toutes les classes,

1 0 0

I est 1a matrice unité de taille dxd 0 1
. 0
0 0 1

chaque paramétre a méme variance et tous les parameétres sont totalement
indépendants et ceci pour toutes les classes.

>> Z Wizz pour tous les w;

Pour chaque classe les matrices de covariance sont identiques.

>>> %" wi estquelconque et dépend de chaque classe

la seule hypothese restrictive sur les classes est ici le fait que chaque
classe suit une loi gaussienne (mais chaque classe suit une loi spécifique).
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2.3.1.2.1 parametres indépendants et de variances identiques

2
Dans ce cas on a z wi= 0~ I pour toutes les classes

X o> 0 . 0

X2 0 o* . .
x=| . et sz’ = 0

x| 0 . 0 o%]

Pour toutes les classes on a donc

- X; et x; statistiquement indépendants ( en d’autres termes étant donné x; on
ne peut absolument pas prédire x;) pour tout i et tout |

. . 2
- chaque paramétre (pour chaque classe!) a une variance de o

La forme de chaque classe est du type hyper-sphére

x dans R 2 4

u2

(o

|ZW1~|: o7 et 2_1:% x I
o

w;

et donc
d
|Zw. | et 5 xlog(27)  sont indépendants de w;

On en déduit que 1’on peut choisir comme fonction discriminante pour chaque classe
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2
g, (¥) = —HX;L?" +log(P(,,))

o)

avec la norme Euclidienne

e | =, Y < G )

-->  Si on fait hypothése supplémentaire que les classes sont équiprobables
(tous les P(w;) sont égaux) alors les fonctions discriminantes se simplifient encore
puisqu’on peut obtenir:

gy () =—(x = g1, ) x(x— p,,)

La régle de décision devient alors,

Pour une observation x , calculer sa distance Euclidienne a chaque centre de
classe L1 5 Uw2, «--Lws €t I’assigner a la classe la plus proche.

Ce classifieur s’appelle classifieur de la distance minimum. On voit que les
classes sont parfaitement représentées par une seule forme , une forme prototype. Ceci
est trés rarement satisfaisant !

Figure 14 - classifieur de la distance minimum pour deux classes
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Figure 15 - classifieur de la distance minimum pour quatre classes

--> Si les P(w;) sont distincts

Apres développement de la formule on obtient:

1
g, () == [ =24 5+ /s Jr log(Pow))

<\ t . AL r .
ou xx est bien slr indépendant de w;  on peut donc le supprimer dans toutes
les fonctions discriminantes.

On obtient donc apres un petit calcul sympa:
_ t
gy, (x) = K;"x + K;q

1 1
avec Ki:?Xﬂw,. et Kl.O:—ZO_2

X ph, X py, +10g(P(w;))

Comme ces fonctions discriminantes sont linéaires , les surfaces de décision
sont des hyperplans. Ainsi ’hyperplan séparant les régions Ri et Rj (si ces régions
sont adjacentes) a pour équation gyi(X)=gw;(X).

L’équation de cet hyperplan est donc gi(x)-gwi(X)=0 que I’on peut écrire sous
la forme :

W'x(x-x,)=0
avec W =pu,, — i,

2
° 5> X log —P(Wi)

<, - a,)

et Xx,= l>< (ywi + ,uwj)— Pw) , :
j

2

T
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C’est I’équation d’un hyperplan perpendiculaire au vecteur W et passant par X,

ex ds R

Y

V2 W]

Figure 16 - surfaces de décision pour classes de
matrice de covariance égale a IxCte

Si de plus on a P(wi)=P(wj) alors I’hyperplan séparateur passe par le milieu du
segment joignant les extrémités des vecteurs [y et [y

ex ds R

1/2(, )

P

Figure 17 - surfaces de décision pour classes de matrice de
covariance égale a IxCte et de probabilités a priori identiques
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2 2

Si 07 <<<< “ﬂw. — Uy,
! J

1
alors P(w;) et P(wj) influent peu et donc X 0~ 5 (,u w T My )
i J

Sinon si P(wi) > P(w;j), alors I’hyperplan séparateur est plus proche de py; que
de Hwi

2.3.1.2.2 Cas ou toutes les classes ont méme matrice de covariance
Dans ce cas toutes les classes recherchées ont une matrice de covariance

identique (ce qui se comprendre comme toutes les classes ont méme « forme » et
méme « taille » , seuls les centres de classe sont différents.

2

Les fonctions discriminantes pour des classes suivant une loi normale peuvent étre
nous 1’avons vu:

ex ds R2

g, (x)= —% X~ by, ) % Z;l (- 4, }glog@ﬂ)—% lodY,, | +log(p(w,))

Dans ces fonctions on peut supprimer les termes qui sont indépendants de i :

on obtient alors:

g, (¥) = ——; X = by, j X Z‘l x(x — ly, )+ log(p(wl- ))

avee

/ -1
(x - ,uwi) X Z x(x — ,uwl_) qui représente la distance de

Mahanalobis de la forme x a la moyenne de la classe py;
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SiI’on considére maintenant deux classes w; et w;j contigués dans 1’espace des
parametres( ou des observations , ou des formes...ici Rd) alors la frontiere est définie

par

g(X)=(gwi(X)-gwj(x))=0

soit 1’équation d’un hyperplan
W' x (x-X0) =0

avec
(apres quelques calculs sympas a faire au lieu d’aller au cinetoche!)

W= Z_lx(luwi - :uwj)

Xo = E(:uwi + zuwj } 1 X (:uwl. - zuwj)
(:uwi _:uwj )X Z X(:uw o ,Uw.)

On voit que
- le vecteur W n’est pas forcément dans la direction (pywi-[wj)

donc I’hyperplan séparateur des deux classes considérées n’est pas forcément
perpendiculaire au vecteur (Hywi-Hwj)

- Si P(wj)= P(w;) alors cet hyperplan passe par le milieu du segment joignant
les extrémités des vecteurs yi et Ly

Dans R*

si P(wi)= P(wj), on obtiendrait:
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Figure 18 - surfaces de décision pour des classes de matrices
de covariance identique

2.3.1.2.3 Cas ou les classes ont des matrices de covariance distinctes

Reprenons la forme générale des fonctions discriminantes:

gy, (%) = —% X =My, } X Z:Vl x(x ~ t, )—glog@ﬂ)—% lodzwi +log(p(w,))

On voit que le seul terme que ’on puisse ¢liminer (dans toutes les fonctions)

est %'“g(z z) - On obtient alors une fonction du second degré en x de la forme

gwi(x)zxth/V1 x X + Wy' x x + W,

avee

I -1
Mm=-72.,
w2 = Z_l “Hy,
1 _ |
W3=— My x ', ——log(‘zw D +log(P(w;))

37



Les surfaces de décision obtenues sont des hyperquadratiques

- paire d’hyperplans
- hypersphéres

- hyperellipsoides

- hyperparaboloides
- hyperhyperboloides

Exemples pour deux classes ( les ellipses ou cercles représentent dans différentes
configurations des probabilité d’appartenance toutes identiques)

R2

O @ 0

R2

& &GO

Figure 19 - Exemples de surfaces de décision dans le cas général (classes
gaussiennes)

2.3.1.2.4 quelques remarques

Nous avons appliqué la méthode de décision Bayésienne en faisant I'hypothése
relativement restrictive que toutes les classes suivaient des lois gaussiennes ( en gros:
loi de densité de probabilité en « cloche »). Puis nous avons fait successivement des
hypotheses de plus en plus restrictives sur les classes qui a chaque fois modifiaient la
complexité¢ des méthodes de décision induites. Il est bien évident qu’il faut vérifier
que les méthodes sont acceptables.
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On peut concevoir de mesurer cela a partir des échantillons représentatifs des
classes (par exemple a partir des histogrammes)

Notons que si I’on trouve des classes qui visiblement ne sont pas gaussiennes (
en regardant 1’histogramme des parameétres) , on peut peut-&tre se ramener a ce cas la
en découpant artificiellement la classe concernée en sous classes.

histogramme des échantillons
de la classe C
\
V'
sous classe C1
.
A
sous classe C2
L

Figure 20 - classe non gaussienne et hypothése gaussienne
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2.4 APPRENTISSAGE

2.4.1 généralités
Comme nous I’avons vu dans le cadre de la décision Bayésienne:

Si I’on connait pour chacune des classes w; recherchées la probabilité a priori
de la classe P(wj) et d’autre part la loi de densité de probabilité de la classe p(x/wj)
alors on peut définir grace a la décision Bayésienne un classifieur optimal.

SiI’on se place dans ce cadre apprendre a reconnaitre les classes consiste alors
a découvrir P(w;) et p(x/w;) a I’aide des données fournies qui sont les exemples de
formes de la classe : les échantillons.

On supposera que ces échantillons sont bien représentatifs de la classe et en
donnent une vision globale. Malheureusement ces hypothéses ne sont pas toujours
satisfaites.

Le principe de I’apprentissage consiste donc a obtenir P(w;) et p(x/w;) a partir
d’un ensemble d’échantillons mais il arrive que 1’on puisse disposer de données a

priori par exemple la probabilité a priori d’une classe...

Il existe maintenant plusieurs approches plus ou moins complexes:

2.4.1.1 Meéthodes paramétriques

Si ’on fait une hypothese sur la forme de la loi de densité de probabilité
p(x/wj), par exemple par ce qu’on a des informations initiales sur la « forme » de la
classe alors la loi générale est connue et sa forme particuliere est modulée par un
nombre fini de parameétres.

L’apprentissage a I’aide des échantillons va simplement consister a trouver ces
parametres.

-exemple 1 :

si les formes sont définies sur R et que I’on sait que la loi p(x/w;) est une loi
normale N(u,5) nous allons utiliser les échantillons de la classe pour estimer les
vraies valeurs des deux paramétres réels p et o. On disposera alors de l'expression

analytique de p(x/w;)

- exemple 2:
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Si les formes sont définies sur R® et que 1’on sait que la classe suit une loi
normale N(p,»" ) alors on utilise les échantillons pour estimer p et ) c’est a dire en

fait un nombre de parameétres défini par la formule suivante:
1
—(d” +3xd)
2
paramétres: Hi,12..... Wd, ©11, O12..... O1d, 022, O23..... O2d, 033, O34........ Odd

- exemple 3 :

p(x/wi) peut suivre toute autre loi que normale mais définie par des
parametres.

2.4.1.2 Me¢éthodes non paramétriques

Ici on ne fait aucune hypothese sur la « forme » de la classe ce qui signifie que
la loi de densité de probabilité p(x/w;) peut avoir une forme totalement imprévisible.

Il faut donc trouver une méthode permettant d’obtenir p(x/wi) pour toute
forme x.

p(x/wi)=f(x,échantillons)
Les méthodes que nous verrons dans ce cadre consideérent un voisinage ( au
sens large) de la forme x et prennent en compte la densité des échantillons dans ce

voisinage et éventuellement la distance des échantillons a x.

Plus les échantillons sont proches de x, plus ils sont nombreux et plus p(x/w;)
sera élevé.

Si les échantillons sont représentatifs de la classe et s’ils sont suffisamment

nombreux alors on peut espérer obtenir une loi p(x/wj) proche de la vraie loi suivie
par la classe.

2.4.2 methodes paramétriques

2.4.2.1 Introduction

La loi de densité de probabilit¢ de la classe w; est supposée Etre une loi
connue (par exemple une loi normale, un loi de Poisson, une loi gamma,....), cette loi
étant totalement définie par la connaissance des parametres caractéristiques de la loi.

par exemple p et ¢ pour une loi monodimensionnelle N(p,o)

Plusieurs approches sont possibles et entre autres:

e méthode du maximum de vraisemblance:
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Les parametres de la loi recherchés sont considérés comme « fixes » et le
choix optimal est celui qui maximise la probabilité d’obtenir les échantillons fournis
pour définir la classe.

c’est cette méthode que nous décrirons par la suite.

e méthode d’estimation Bayésienne
Les parametres cherchés sont considérés comme des variables aléatoires ayant

une distribution a priori connue.

Notons au passage que nous n’étudierons que 1’apprentissage supervisé, c’est
a dire que pour chaque échantillon fourni on connait la classe correspondante.

En apprentissage non supervisé on peut avoir un ensemble d’échantillons
représentatifs des classes cherchées mais I’étiquette de chaque échantillon est
inconnue. Nous traiterons ce cas dans le cadre de la classification automatique.

2.4.2.2 Estimation par le maximum de vraisemblance

Soient E; , E, , ...... , Ec c ensembles d’échantillons représentant les ¢ classes
de formes recherchées. On supposera que ces échantillons ont été « tirés »
indépendamment ( mais en accord avec la loi de densité de probabilité p(x/wi) de la

classe a laquelle ils appartiennent respectivement)

On fait de plus hypothese que la loi p(x/w;) a une forme paramétrique connue
déterminée par la valeur d’un vecteur 0y,; de parameétres.

Nous prendrons pour fixer les idées: p(x/wi) estune loi normale N(Lwi,) wi)

alors Oy; donne en fait p; et Z wi

Et si les formes x sont définies dans RY alors,

Owi:{ Hi,H2..... Wd, O11, O12..... O1d, 022, O23..... O2d, 033, O34........ Gdd}

Pour indiquer que p(x/wi) dépend de Oy, on le notera p(x/wi,0y;)

2.4.2.2.1 Méthode d’estimation des paramétres de la loi de densité de
probabilité

Dans les calculs qui suivent on fait hypothése (raisonnable au demeurant !)
que les échantillons de E; ne donnent pas d’informations sur 0; sij # 1

On peut alors raisonner indépendamment classe par classe.
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On considere donc maintenant que pour la classe considérée on dispose d’un
ensemble E d’échantillons tirés indépendamment suivant la loi de densité de
probabilité p(x,0)

Nous noterons E={X1,X2, ..... , Xn}

Alors la probabilité d’obtenir le « tirage » E si la classe suit une loi définie par
le parameétre 6 est donnée par:

p(E,0) =] ] pXi,0)
k=1

On cherche donc la valeur du vecteur 0 , @ maximise p(E, 6)

ol
20,
Notons 0= (01 0.......0,) et V,=|
0
| 90, |
Soit I’expression
1(6) =log[p(E, 0]
= Zlog[p(X 0]
k=1

Alors

Vol = DV glog[p(X,, 0]
k=1

Alors une condition nécessaire pour que p(E,0) soit maximum est que

V@l:O

2.4.2.2.2 Estimation des parametres pour une classe gaussienne (une
dimension)

Alors  0={0; 0,} avec  0;=p et 0,=0"
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__ 2,
la loi normale dans R s’écrit P (x) o xe

N27mo

donc

1 1
log[p(Xk,é?)]: 5 lOg(27Z'X 0> )—g X (Xk - 91 )2
2

_ . -
Q_X(Xk —91)
V@log[p(Xk, 8)]: 12 (Xk _91 )2
2x6, 2 x 6,2

alors

A \2
A X, -0

V@l:()zzn:,\iX(Xk—el):O et _Zn:’\i_i_ y ( k’\z 1)
k=102 =10 o 0

=0

d’ou le résultat bien connu pour estimer moyenne et variance d’une loi normale a
partir d’échantillons:

A A 1 n
Ol=pu= - ZX « moyenne arithmétique
k=1

A _A2_1
b, =62==
n

Zn:(Xk — ,&)2 écart type
k=1

2.4.2.2.3 Estimation des parametres pour une classe gaussienne
multidimensionnelle

Nous allons d’abord étudier le probléme de 1’estimation de la moyenne p dans
le cas d’une loi normale multidimensionnelle. On a donc:
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r = 1
1 L2 )
(XK, 1) = 7 xe :
(27[)% X Z 2

2 : matrice de covariance

d’ou

log[p(X;, 1)|= ——; 1ogL(2 7)? x

3 |2t <X X )

-1
a Vlog(p(X,u)= 2. x(Xk - )

L’estimation de la moyenne,  est définie par:
n 1 n
mz:Z(Z x(Xk—,u))zo s0it(Y_ X )-nx =0
k=1 k=1

. A 1 & . rqe
soit  U=-— ZX « moyenne arithmetique
=
On retrouve le résultat bien classique :
la moyenne arithmétique des échantillons (moyenne arithmétique de chacune
des composantes car on est dans RY) fournit une estimation optimale de la moyenne p

de la loi normale.

Finalement on trouve ( relativement longs calcul pour I’estimation de la
matrice de covariance):

. 1 n o) 1 n
p== X et 2= = (Xk— )" x (X, - )
N =1 n =1
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2.4.3 methodes non parametriques

2.4.3.1 Introduction

Dans les méthodes d’apprentissage paramétriques , les échantillons permettent
d’estimer les paramétres de la loi de densité de probabilité de chaque classe, mais
toutes les lois de distribution classiques sont unimodales, elles ne peuvent donc
prétendre représenter toutes les posssibilités pour les classes.

D’autre part faire des hypothéses erronées sur une classe peut amener a des
résultats catastrophiques , comme dans I’exemple suivant, ou on dispose
d’échantillons répartis suivant I’exemple ci-dessous ( on suppose que I’espace des
observations est R) et ou on fait I’hypothese que la loi suivie par la classe est normale.

Echantillons
de la classe C

rrind 1 1 » X
—— 1 T

hypothése gaussienne pour la classe C

p(x/C)

Alors qu'il faudrait...

Figure 21 - De la nécessité de I'apprentissage non paramétrique..

Les méthodes non paramétriques vont prendre en compte les échantillons et
surtout leur répartition spatiale dans 1’espace des paramétres pour obtenir des loi de
densité de probabilités plus proche de la réalité de la classe.

Les méthodes que nous verrons auront pour objectif d’estimer les lois p(x/wj)
ou bien p(wi/x) directement a partir des échantillons.
2.4.3.2 principes de base

Nous allons décrire ici les principes de base sur lesquels repose

I’apprentissage non paramétrique, et notamment la notion de voisinage et de prise en
compte des échantillons dans ce voisinage.
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Nous nous intéresserons ici a I’apprentissage des lois de densité de probabilité
p(x/wj).
Notons que nous noterons p(x/w;) p(x) pour simplifier dans la mesure ou la méthode
décrite s’appliquera pour chacune des classes indépendamment des autres.

Soit donc un domaine D inclus dans I’espace des attributs et pouvant étre
considéré comme un voisinage de x, forme pour laquelle on cherche p(x/w;)

Dc R

et supposons que

p(x/wi) donc p(x)=Cte sur D

alors
p(x eD)= Ip(x' ) x dx'= p(x) x Idx'
D D

soit p(x e D)= p(x)x V(D) avec V(D) hypervolume de D
Soit

p(x)eD

VxeD p(x)= )

Supposons maintenant disposer de n échantillons au total définissant la
classe concernée et que parmi ces n échantillons t échantillons se trouvent dans le
domaine D

Alors on peut dire que
px eD)~—
n

)

V(D)

d’ou

p(x) =

En pratique

Soit x¢ et D(x¢) un domaine entourant X,
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D

T

Alors une estimation de p(xo) est:
()
A n
pxg) =
V(D(x0))

Cet estimateur de la probabilité d’obtenir la forme spécifique x, est la formule de base
de I’apprentissage non paramétrique.

Les diverses variantes possibles joueront sur la définition du voisinage D(xo)
qui sera liée a n et d’autre part sur la possibilité¢ de faire intervenir dans la définition
du voisinage la notion de proximité a xy.

2.4.3.3 Choix d’un estimateur

Le probléme posé est celui de la qualité de I’estimateur et de sa convergence.

Supposons dans un premier temps que D(x) est fixé

t
Alors si m croit alors, — —> vraie valeur de P(x & D(xp))
n
P(xeD(x0))

A
mais p (.x O) — V( D( xO)) est en fait une valeur « moyennée » (ou lissée)

sur le voisinage D(Xo).

Pour gérer ce probléme de lissage et s’approcher de la vraie valeur de p(x0),
on a intérét a diminuer D(x¢) et donc V(D(xy))

Mais si le nombre n d’échantillons qui est fini est faible alors on va trouver

immanquablement de nombreux D(x¢) sans échantillons!.. et donc des p(xo) nuls!

On en déduit qu’il est nécessaire de lier n et la taille de D(x):
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Nombre d ’échantillons Domaine utilisé

1 D1(x0)
2 D2(x0)
n Dn(x0)
Alors on a:
",
A _ n
Pu(xX0)=—"7"—
V(D n (X 0 ))

avec t, nombre d’échantillons dans D(x¢) qui dépend de n bien sir

On montre que

P, (xg) = p(xy) vraie valeur

si
* lim V(D, (x())=0
n—>+oo
* % lim ¢, = +o0
n—>+00
. Iy
% %k % Iim ==0
n—>+oo N

On trouve alors deux types de méthodes fondées sur les remarques
précédentes:

1. lier V(Dy(X0)) an

On a alors la méthode du noyau ( fenétres de Parzen)

2. fixer t, en fonction de n et faire croitre V(Dn(Xo)) jusqu’a ce qu’il contienne t,
¢échantillons

On a alors la méthode des t, plus proches voisins

2.4.3.4 Estimation par la méthode du noyau

Dans cette méthode dite des fenétres de Parzen , le point clé est le choix de
Dn(XO)
Par exemple on peut prendre un hypercube de coté h, dans Rd( si on suppose que les
formes x sont définies sur RY)

Alors V(Dn(x0))=(hy)*
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Définissons maintenant la fonction (o(u) ¢gale a 1 dans I’hypercube de coté 1 et
centré a I’origine dans ’espace R

o@)=1 si u;|<05 j=1,..d
@o(u)=0 sinon
4

Dans R

0.5

0.5

y

<

Alors si D,(x0) est un hypercube de coté h, alors

xe@@@@wﬂfzzl

et le nombre t, d’échantillons qui se trouvent dans D,(x,) est donné par la formule:

n
=Z(p 20T gvec x; échantillon n° i
i=1

d’ou

ﬁn(xO)_ xXQ

V(D,(xp)) n5 V(D, (XO)) hy

La fonction ¢ s'appelle le noyau de l'estimateur

t’/ _li Xo — X
o V

Nous avons propos¢é une forme de ce noyau qui est un hypercube de volume
unité centré a 1’origine de I’espace des observations, mais il existe une infinité de
choix pour la définition de ce noyau

2.4.3.4.1 Possibilités de choix pour le noyau

I1'y a d’abord une condition de normalité de fagon a ce que ]’5” (x 0) soit une
loi de densité de probabilité et cette condition s’exprime par
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p(x)=0 Vx eR?
Jgo(x) xdx =1
Rd

D’autre part la fonction ¢ doit permettre de définir une «
fonction d’appartenance » a un voisinage de x
Si I’on représente les fonctions ¢ possibles ( dans R pour simplifier !)

Noyau cubique

C’est le cas que nous avons envisagé précédemment ou ¢ était définie dans
un hypercube unité centré a I’origine.

On a alors dans R:

p(x)=1 si |x<0.5
=0 si |x|>0.5
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Noyau triangulaire
p(x)=1-|x si |x<1
=0 si|x|>=1

On voit bien ici que le domaine Dy(x() ne sera plus un ensemble classique et @ pourra
étre interprétée comme le degré d’appartenance au domaine Dy(Xo). L’appartenance totale (=1) ne
pourra étre attribuée qu’a x=xy.

Noyau normal
L VAN
x) = xe 2
P(x) Nor - N

Noyau exponentiel

1o
=—X
@(x) 5 e

v

S

v

v
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XO—X~

d’ou les noyaux possibles suivants ¢ ———L | par exemple ( formes définies
hm
sur R):
A 'y
1/hn 1/hn
X X
> b >
x0-hn/2 x0  x0+hn/2 X0-hn x0 x0+hn
A
| | >
x0-hn x0 x0-+hn

Figure 22 - exemples de noyaux de Parzen

I’estimateur de la probabilité au point xy est donnée par

. 1< 1 Xo — X;
Pnxo)=—2 x| —
O Zl V(D,(x0)) Iy

et sa convergence est assurée (en supposant que les formes sont définies dans RY) si
les conditions suivantes sont vérifiées:

— lim |x]¢ x p(x)=0
| x| +o0

= lim 4, =0
n—>+00

= lim 7 x (hn)d = +00
n—+00

Compréhension de 1a méthode de I’estimateur:
L’estimation de p(x0) par ﬁn (xo) peut se comprendre comme la

« superposition » de n fonctions ( les noyaux centrés sur les n échantillons définissant
la classe)
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On a vu différents types de noyaux et on comprend aisément que dans la
définition de ces fonctions plus h, est petit plus le nombre d’échantillons ayant une

influence sur ﬁn (x 0)

sera faible.
Dans la figure suivant nous présentons différentes valeurs de h, et sa
conséquence sur P, (x O)

/&P((Xxo)/hn)) f f f i\ f f f fPH(X)
;(0 > &\ ‘ nﬁ//
\\ échantillo/

P((x-x0)/hn)) O

/\ :E éi ii iﬁn(x)
| >

O((x-x0)/hn))

—a

Figure 23 - Différents noyaux et estimation p(x0) correspondante

De fagon a éviter d’avoir trop de points X ou ﬁn (x 0) sera nulle du fait de

I’absence d’échantillons proches on en conclut qu’il faut trouver une formule liant h,
et n ou h, sera relativement grand si le nombre n d’échantillons est petit.

Exemples:

On voit qu’alors le probléme important est le choix de hy, notamment lorsque
le nombre d’échantillons est faible.
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2.4.3.5 Meéthode des t, plus proches voisins

Dans cette méthode 1’idée est d’adapter la taille du « voisinage » de x¢ de
facon a englober un nombre fixé t, d’échantillons parmi les n échantillons définissant
la classe.

Ainsi on est certain d’avoir suffisamment d’échantillons pour contribuer a la

définition de P, ().

Soit Dy(xp) un domaine de volume unité centré en X
V[Dy(x0)]=0

Soit D(x¢,0t) le domaine homothétique de Dy(xo)
de centre x et de rapport d’homothétie au

Alors
V[D(xp,0)]=ar’

La méthode choisie consiste donc a faire croitre o jusqu’a ce que D(xo,at)
englobe t, échantillons (on les appelle les t, plus proches voisins)

L’estimateur de la densité de probabilité en x0 est donné par

V[D(x0,2)]

On montre qu’il y a convergence de cet estimateur avec las choix suivants par
exemple:

Pn(x0) =

t, =1t xAln  ou t, =ty x log(n)

Le probléme reste alors le choix de ty
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2.4.4 Estimation de probabilités a posteriori

Dans cette approche on va chercher a estimer la probabilité a posteriori pour chaque
classe p(wi/x) a partir des échantillons. Cela revient en fait a considérer que la donnée
des seuls échantillons définissant les ¢ classes vont permettre d’estimer a la fois les
probabilités a priori P(w;) et les lois de densités de probabilités p(x/w;).

On suppose donc disposer de n échantillons représentant les différentes classes
possibles. On supposera de plus qu’il y en a K; qui sont de la classe w; .

n= Zc:Kl-
i=1

Soit un volume V autour de x contenant k échantillons dont k; sont étiquetés
wi alors on peut estimer que:

k.

K, /K,
P(w; :7 et p(x/w;)=-—

k;
donc  p(x/w;)x P(w;) = 7”

d’ou

p(x/w;) x P(w;) N kl//V k;

pw; Ix) =— “‘;
Zp(x/w ) X P(w;) Zk //
j=1

Soit

k.
pw; /x) = ;l

Pour le choix du volume V , on peut utiliser une technique voisine des fenétres
de Parzen ou bien des t, plus proches voisins.

h

. . . . . , 0
Dans le premier cas on peut ainsi choisir V égal a
An

Dans le deuxiéme cas on peut choisir V tel qu’il englobe un nombre fixé

d’échantillons par exemple 7, X/ 1 échantillons
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2.4.5 Méthodes de classification basée sur les
échantillons

Les méthodes précédentes supposent calculer p(x/w;) ou plus directement
p(wi/x), puis ensuite d’appliquer la régle de décision Bayésienne, mais certaines
méthodes basées sur la fourniture d’échantillons vont avoir une approche plus globale.
Elles vont utiliser directement les échantillons en tant que tels pour définir les classes
et la méthode de décision associées.

2.4.5.1 Regle de décision du plus proche voisin

Cette méthode suppose disposer d’une distance dans 1’espace des formes, et on
est donc capable de calculer une distance entre une forme x quelconque a un
¢chantillon.

Le principe de décision consiste tout simplement a calculer la distance de la
forme inconnue x a tous les échantillons fournis. La forme est alors classée dans la
classe de I’échantillon le plus proche (par exemple ci dessous x serait classé dans la
classe wy:

A
+ +
Wl + + + +
+  +
s
+
x?
o
o
o
o o w2
o
>

Figure 24 - Méthode de décision du plus proche voisin

2.4.5.2 Regle de décision des q plus proches voisins

Il s’agit d’une extension de la méthode précédente ( plus proche voisin) : pour
une forme inconnue X a classer, on va examiner la distance de x a tous les échantillons
(qui définissent toutes les classes), puis on sélectionne les q plus proches échantillons

et on affecte x a la classe majoritaire parmi ces q échantillons.

Dans I’exemple suivant et pour 5 voisins on classerait x dans la classe wi:
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Figure 25 - Méthode des q plus proches voisins

Choix possible pour les distances:

- distance Euclidienne

- distance “city block* (somme des valeurs absolues)
- distance de Tchebycheft ( le sup)

- distance de Mahanalobis

2.5 CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

2.5.1 Introduction

Dans cette approche il s’agit de faire une classification non supervisée (sans
professeur), ce qui signifie qu’on ne fournit pas d’échantillons censés définir les
classes . On peut comprendre le probléme de la fagon suivante: on dispose d’un
ensemble de formes a répartir en paquets « homogenes »

On a donc un ensemble I de formes a classer . L’objectif a atteindre consiste
a obtenir une partition P représentant au mieux les divers groupements pouvant exister

au sein de cet ensemble.

Le nombre de classes peut €tre fixé ou non ( a ’extréme si toutes les formes de
I’ensemble I sont distinctes alors le nombre de classes peut étre card() ).

Un exemple de méthode de ce type est la méthode des nuées dynamiques (
développée par Diday) ou le nombre de classes a rechercher est fixé a priori a k.
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2.6 EXERCICES

Donner l'expression générale de la distance de Mahalanobis d'une forme a une classe ( définie par un ensemble
de n échantillons dans R?).

Expliquer les hypothéses faites permettant d'utiliser cette distance.

Indiquer son intérét par rapport a la distance euclidienne pour la classification.

Donner l'expression de la matrice de covariance d'une classe et son interprétation.

Application pratique:

Soient deux classes suivant des lois normales et de probabilités a priori P(C1)=P(C2)=0.5.
On supposera que les formes sont des vecteurs de R? et que

1 -1 105 y A
He = 0 He, = 0 ZClz 05 1 ZCZZ _y y
’ 3 3
Donner 1’équation de la frontiere de décision bayésienne et la représenter graphiquement

sommairement
note:

T4 22 ) '
2= _éé yf Zcz{o%s 015}

Un eleveur de cabris dispose de deux races de cabris (race A et race B) et il a noté leurs poids
respectifs dans le tableau suivant :

Poids Nombre Nombre
en kg race A race B
3 1
4 2
5 2
6 4
7 5 1
8 9 3
9 10 4
10 8 7
11 5 10
12 4 7
13 1 5
14 3
15 1
1. Si on choisit un cabri au hasard sur I’ensemble des cabris, quelle est la

probabilité a priori qu’il soit de la race A (respectivement de la classe B)
calculer le poids moyen pour chaque race, de méme que | ‘écart-type
3. est il raisonnable de considérer les distributions de poids dans chaque

race comme des distributions gaussiennes ?

»
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4. si on choisit un cabri au hasard peut-on raisonnablement estimer sa
race en utilisant la distance euclidienne de son poids a la moyenne de chaque
race ?

Supposons disposer d’une image satellite SPOT XS (3 canaux) dont on veuille classer les points
parmi 6 classes Ci (i=1,6) représentant les seules classes possibles dans cette image.
Ces six classes étant définies par des régions échantillon (on a représenté par exemple la région
échantillon de la classe C1 sur le schéma). .
On suppose de plus disposer d’une image des pentes en chaque point et d’une image représentant les
orientations en chaque point.

@l —— <

» PENTE
—» ORIENTATION

Ol OND [)>}<
\ X
»n
NS
>
%

On suppose que les différentes classes ne se répartissent pas n’importe comment par rapport a la
pente et & D’orientation. De plus on suppose que les classes C1 C2 C3 sont trois fois plus présentes que les
autres classes dans la région étudiée.

1) Proposez le classifieur le plus performant possible ( en appliquant la décision bayésienne et en
faisant 1’hypothése de lois de distribution gaussiennes (sans plus de précisions) pour chacune des classes) et
donner suffisamment de détails pour permettre une programmation aisée.

2) Quelle simplification peut on apporter si les classes sont en fait toutes équiprobables
et de matrices de covariances identiques et diagonales

Supposons disposer d’une image satellite SPOT XS (3 canaux XS1,XS2,XS3) dont on veuille
classer les points parmi 4 classes de végétation Ci (i=1,4) représentant les seules classes possibles
dans cette image.

Ces quatre classes étant définies par des régions échantillon (on a représenté

par exemple la région échantillon de la classe C1 sur le schéma).

On suppose de plus disposer d’une image des pentes, d’une image représentant les
orientations en chaque point, d’'une image notant les types de sols par un numéro et du modéle
numérique de terrain.

on suppose que les classes C1 C2 C3 sont trois fois plus présentes que la classe 4 dans la
région étudiée.
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1) Proposez le classifieur le plus performant possible (en appliquant la décision bayésienne et
en faisant I’hypothése de lois de distribution gaussiennes (sans plus de précisions) pour chacune des
classes) et en n’utilisant que les données SPOT. Donner suffisamment de détails pour permettre un

passage facile a la programmation.
2) Quelle simplification peut on apporter si les classes sont en fait toutes équiprobables et de

matrices de covariance identiques et diagonales.

3) On suppose que les différentes classes ne se répartissent pas n’importe comment par
rapport au contexte défini par « pente, orientation, type de sols et altitude ». Indiquer pourquoi on ne
peut pas a priori faire I’hypothése que les classes sont gaussiennes. Proposer de fagon succincte un

<
\
Ll

)

—  » PENTE

&
& —» ORIENTATION
& _»  SOLS

< —> ALTITUDE

&

classifieur prenant alors en compte le maximum de données.
4) En supposant maintenant traiter une autre image SPOT XS (avec n classes exhaustives) ou

toutes les classes ont des histogrammes (calculés sur les échantillons) dans XS1 quasiment
« gaussiens » sauf la classe 2 qui a un histogramme de la forme suivante :

Indiquer comment procéder pour
réaliser un classifieur bayésien utilisant les
hypotheéses de lois gaussiennes.

0 255

Module 18 - controle de TP
(mai 97)

(traitement du signal et reconnaissance des formes)

On veut réaliser un programme de classification supervisée par la méthode dite des « bornes »
('les classes sont supposées définies par les échantillons donnés ci-dessous ).

Pour chaque classe et sur chaque canal on calcule les bornes minimales et maximales

acceptables des niveaux de gris, de la fagcon suivante:
Pour chaque classe wi , on calcule pour chaque canal k le miny,; [k]et le maxy;[k] du niveau de

gris des échantillons de la classe. Cela définit alors les bornes minimales et maximales.
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Un pixel quelconque est alors classé dans la classe wi si tous ses niveaux de gris sont
compris dans les intervalles définis par les bornes minimales et maximales de la classe.

Un pixel peut donc étre « non-classé », d’autre part il peut y avoir des pixels classés dans
plusieurs classes alors on les considérera comme ambigus.

On affichera la classification en faisant apparaitre les points classés sans ambiguité dans 1'une

des classes.

Choix des échantillons :

On définit 3 classes sur I’ image SPOT XS déja fournie de Nancy ( images 512x512 notées
etape(1,etape02,etape03 sur le répertoire /home/wendling/Bandes 3) dont les échantillons sont définis
par les rectangles suivants fournis:

lignel, _~
colonnel ligne2,
colonne2

classe lignel colonnel ligne2 colonne2
wl 390 83 405 94
w2 311 184 350 212
w3 437 462 451 476

Note:

vous pouvez utiliser Khoros en partie ou ....pas du tout et utiliser tous les programmes réalisés
lors des Tps.

Supposons étre dans 1'espace R2 muni de la distance euclidienne et disposer des échantillons suivants:
x1(22) x2(2-2) x3(2-2) x4(22) x5(0,0)

avec x| x) et x3 appartenant a la classe wq
et x4 x5 appartenant a la classe w)

1) tracer la frontiére de décision suivant la regle du plus proche voisin
2) On note ml et m2 les barycentres des échantillons des classes. Appliquer alors la régle du plus proche
voisin aux barycentres et donner la nouvelle frontiére de décision obtenue. Commenter.

TP 1 - Reconnaissance des formes

Les entrées / sorties en C
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getchar() permet de récupérer un caractére sur le "buffer d'entrée”. Cette instruction renvoie le
caractere le plus ancien se trouvant dans le buffer d'entrée. Lors de la lecture d'un texte caractere par
caractere, ce buffer n'est rempli qu'au moment d'un retour-chariot.

putchar() permet d'envoyer un caractere sur le buffer de sortie.

printf("'format", p1, p2, ...) permet d'envoyer a l'écran une chaine de caractéres. La commande est
interprétée de la maniére suivante :

- la chaine de caractéres qui compose le format est affichée jusqu'au premier caractére % qui peut y
figurer ;

- Les caractéres % et le (ou les) caractéres qui suivent sont des spécificateurs de format. Ils sont
remplacés par la valeur des variables situées aprés la chaine de caractéres.

scanf("'format",&p1l, &p2, ...) permet de lire au clavier différentes valeurs de variables.

Entrée / Sortie standard

stdin, stdout, stderr : entrée standard (clavier), sortie standard (écran) et sortie standard des erreurs
(écran).

Pour forcer un affichage sur la sortie standard :

printf(""affichage'"); ou fprintf(stdout,"affichage");

Pour forcer une lecture sur I'entrée standard :

scanf(" %d",&v); ou fscanf(stdin,"%d",&v);

Pour forcer les affichages, il peut étre nécessaire de vider le buffer de sortie :
fflush(stdout);

Pour vider le buffer d'entrée et éviter la lecture d'une valeur obsoléte, il peut étre nécessaire de vider le
buffer d'entrée :

fflush(stdin);

Spécificateurs de format
Les spécificateurs de formats pour les instructions printf et scanf sont :

% suivi d'un caractére qui indique le type de la conversion (pour 'affichage ou la lecture de la
valeur d'une variable). Ce caractére peut étre :

d -> décimaux

f -> réels signés

s -> chaines de caractéres
¢ -> caractéres

u -> décimaux non signés
e -> flottant signés

\ suivi du caractére n pour un retour-chariot ou du caractére t pour une tabulation.

Les fichiers
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La déclaration de I'identificateur d'un fichier est du type :
FILE *id_fichier;
L'ouverture d'un fichier s'effectue par I'appel a la fonction fopen :
id_fichier = fopen(""nom_du_fichier_sur_le support","mode");
Le mode est un ensemble de caractéres indiquant le mode d'accés au fichier :
r -> lecture seule
w -> création en écriture
a -> concaténation
on peut préciser le mode en indiquant si on lit du binaire ou du texte (bout)
La fermeture d'un fichier se fait par 1'appel a la fonction fclose :
fclose(id_fichier);
L'écriture formatée dans un fichier s'effectue a I'aide de la fonction fprintf :
fprintf(id_fichier, format, p1, p2, ...);
La lecture formatée s'effectue a l'aide de la fonction fscanf :
fscanf(id_fichier, format, &p1, &p2, ...);
La lecture par blocs dans un fichier s'effectue a 1'aide de la fonction fread, d'en-téte :
size_t fread(void *tab, size_t t, size_t ninfo, FILE *fich);
tab est un pointeur sur la zone mémoire recevant les informations lues ;
t est la taille de chaque information lue (en octets) ;
ninfo est le nombre d'informations a lire ;
fich est l'identificateur du fichier, de type FILE *, sur lequel on opere la lecture. Cet
identificateur ne doit pas étre confondu avec le nom
du fichier.
L'écriture dans un fichier s'effectue a l'aide de la fonction fwrite, d'en-téte :
size_t fwrite(void *tab, size_t t, size_t ninfo, FILE *fich);
La fonction fwrite renvoie le nombre d'informations effectivement écrites. Ce nombre
d'informations peut étre inférieur au nombre requis, en cas
d'erreur.
Pour se positionner en un certain endroit d'un fichier, on utilise la fonction fseek, d'en-téte :
int fseek(FILE *fich, long decalage, int depart);
fich est 'identificateur du fichier dans lequel on cherche a se positionner ;
decalage est le nombre d'octets dont on doit se décaler a partir de la position donnée par depart ;
depart peut étre égal a :
0 ou SEEK_SET (début) ;
SEEK CUR (position courante dans le fichier) ;

SEEK_END (fin du fichier).
Attention : fseek renvoie une valeur non nulle en cas d'erreur (c'est-a-dire si on déborde du fichier).
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La fonction feof, d'en-téte :
int feof(FILE *fichier);

renvoie une valeur non nulle si la fin du fichier est atteinte.

Exercice 1:

1.Créer un fichier de texte MNT contenant les 100 valeurs entiéres strictement positives suivantes a
l'aide d'un éditeur de texte :

01 02 23 45 56 58 6277 98 100
03 04 0632 50 72 81 74 82 99
310507 083580519190 84
5933111009 3873529289
78 7936 13 14 1230 83 53 54
616887391617 15375593
69 60 44 8541 18 19 20 34 88
8643 67 66 753721242240
644476 57 48 49 40 26 27 25
70 63 46 47 65 71 56 34 28 29
2.Ecrire un sous-programme C permettant de lire le fichier précédent et de stocker les données dans
une matrice de taille 10*10

3.Tester le sous-programme précédent a I'aide d'un programme principal qui affiche les valeurs de la
matrice.

Solution :

#include "stdio.h"
#define TAILLE 10
typedef int mat[TAILLE][TAILLE];

void lire_fichier(mat m)
/* Lecture dans le fichier "mnt" */

{
FILE *f;
int i,j;
if((f = fopen("mnt","r"))==NULL) printf("Lecture impossible !\n");
else

{
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fprintf(f," Lecture possible :\n");
for (i=0;i<TAILLE;i++)
for (j=0;j<TAILLE;j++)
fscanf(f,"%d",&ml[i][j]);

}
fclose(f);
H
main()
{

mat matrice;

/* Lecture du fichier */
lire_fichier(matrice);
/* impression de mat[ ][ ] */
for (i=0;i<TAILLE;i++)
{
for (j=0;j<TAILLE;j++)
printf(f,"%d",m[i][j]);
printf("\n");
§

}

Exercice 2:

Créer un tableau de 20 entiers int  ( 2lignes et 10 colonnes)
Et sauvegarder ce tableau dans un fichier puis relire les données a partir du fichier et les afficher sur
écran pour vérification.

Solution :

#include "stdio.h"
#define TAILLE 10
typedef int mat[TAILLE][TAILLE];

void ecrire_fichier(int table[2][10])
/* ecriture dans le fichier "sauvegarde" */

{ FILE *f;
if((f = fopen("sauvegarde","wb"))==NULL) printf("Ecriture impossible !\n");
elsefwrite(void *table, 2, 20, f);
fclose(f);

H

void lire_fichier(int table[2][10])
/* lecture dans le fichier "sauvegarde" */

{
FILE *f:

if((f = fopen("sauvegarde","rb"))==NULL) printf("lecture impossible !\n");

else
fread(void *sortie, 2, 20, f);
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fclose(f);
H

main()

{
int tab [2][10],sortie[2][10];
/* Création du fichier */
for (1i=0;1<2;i++)
for (j=0;j<10;j++)
tab[i][j]=1*10+j;
/* Création du fichier */
écrire_fichier(tab);
/* Lecture du fichier */
lire_fichier(sortie);
/* impression de sortie[ ][ ] */
for (1i=0;1<2;i++)
{for (j=0;j<10;j++)
printf(f,"%d" sortie[i][j]);
printf("\n");
i

}

Exercice 3:

Creéer sur votre répertoire de travail le fichier image fruits.bmp.
11 s'agit d'un fichier .bmp d'une image couleur RVB 24 bits.

Cette image comporte en fait 61 lignes et 164 colonnes et chaque pixel comporte en fait 3 valeurs
(unsigned char) représentant les trois couleurs rouge, vert, bleu.
Le fichier commence par un en-téte de 54 octets.
Ce fichier a donc pour taille: 54+61x164x3=30006 octets.
Sion veut lire I'image on saute donc les 54 premiers octets puis on lit successivement les pixels (3
octets représentant les couleurs R V B).

Donner le contenu de I'en téte et I'interpréter (voir annexe)

Visualiser cette image avec xv ou xview (?)

ANNEXE: contenu de I'entéte
struct bmpHeaderType

char magicl, magic2; // identity 'BM'
long fileSize;  // size of file in bytes

long reserved;  // always 0

long pixelOffset; // offset of data

long bmiSize; // remaining header size
long cols, rows; // width and height

int nPlanes; // number of color planes

int bitsPerPixel,

long compression, cmpSize; // compressed?
long xScale, yScale;

long colors, impColors;

1
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TP 2 - Reconnaissance des formes

Le fichiers fruits2.bmp que vous avez sur votre répertoire de travail est en fait un fichier RVB
24 bits de type bitmap.

11 s'agit d'une image couleur ou chaque pixel est codé sur 3 octets (un octet par couleur
fondamentale R,V,B) sa taille est de 61 lignes et de 164 colonnes.

Le fichier comporte un entéte de 54 octets dont le contenu est le suivant:

struct bmpHeaderType

char magicl, magic2; // identity 'BM'
long fileSize; // size of file in bytes

long reserved;  // always 0

long pixelOffset; // offset of data

long bmiSize; // remaining header size
long cols, rows;  // width and height

int nPlanes; // number of color planes

int bitsPerPixel;

long compression, cmpSize; // compressed?
long xScale, yScale;

long colors, impColors;

)

Cette image représente des fruits ( raisins verts, raisins rouges et abricots). On suppose qu'il n'y a rien
d'autre dans I'image.

Les formes a classer seront les pixels et chaque pixel appartient donc a l'une des trois classes
possibles.

Les trois classes sont définies par des ensembles de pixels échantillons.
En supposant que l'image est représentée dans le repére suivant:

61

v
y

Echantillons "raisin vert" le rectangle défini par les "extrémités" (61,21) , (77,34)
Echantillons "raisin rouge" le rectangle défini par les "extrémités" (10,13), (23,25)

Echantillons "abricots" le rectangle défini par les "extrémités" (133,2) , (147,11)

Exercice 1

En supposant que les classes sont représentées par le centre de gravité des échantillons qui les
définissent .

Classer tous les points de I'image en supposant que la classe a choisir est celle pour laquelle
la distance euclidienne entre le pixel a classer et le centre de gravité de la classe est minimum.
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On créera le fichier image classée en affectant une couleur différente a chaque classe et on visualisera
sur écran.

Exemple raisin rouge: R=255 V=0 B=0
Raisinvert: R=0 V=255 B=0
Abricot : R=255 V=128 B=128
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3 METHODES DES « NUEES
DYNAMIQUES »

11 s’agit de trouver sur I’ensemble I des formes a classer , une partition en k
classes satisfaisant un critére global de qualité.

La méthode consiste a partir de « noyaux » initiaux autour desquels on agrege
les formes de I pour obtenir une partition. Puis a partir de cette partition on cherche

de nouveaux « noyaux » capables de générer une meilleure partition... et on itére le
processus jusqu’a la stationnarité.

3.1.1.1 Formalisation de la méthode

Soient
- I I’ensemble des formes a classer
- P(I) I’ensemble des parties de I
- L un ensemble de k noyaux A;

Nous appellerons « étalons » les éléments constitutifs de chaque noyau.

La méthode des nuées dynamiques consiste a trouver deux applications fet g
telles que:

L=g(P) g permet de passer d’une partition P a k noyaux
P=f(L) f permet de passer d’un ensemble de k noyaux a une partition P

Si nous notons P; la partition obtenue a 1’itération n° i alors:
i+1
Py = [f‘ gKPz) et donc F = [f'g] (PO)
Choix des fonctions fet g :

Le choix des fonctions f et g est réalisé en suivant les choix suivants
permettant d’assurer une convergence.

ptwae B = {r/xel et d(x,4)<d(x,A;) V=i

soit chaque forme est associée au noyau le plus proche.

70



ng(P) L = {A19A2 9 eecscecy Ak }

avec A; étant un ensemble de n; éléments qui minimisent une fonction
R(x,LP)
(les éléments correspondants peuvent étre ou non des ¢léments de 1’ensemble

Y

R(x,I,P) donne une notion de « distance » de la forme x a la classe i de la
partition P

- exemple possible R(x,I,P)= d(x,P;) si P={P;,P,,.....Px}

On peut alors définir un criteére de qualité de la partition P autour d’un
ensemble de noyaux L par

k
o(V)=>| D R(x,1,P)

i=1 \xe4

A la suite Vo, V1, ...Vq
Vi =(L;, F)
Vi = (e(R), f(g(R)))

on associe la suite:

UO:CO(Vo) MIZG)(I/I) ceceesee U :C()(Vn)

n

En général u, décroit et on arrive a un état stationnaire pour n>N

3.1.1.2  Exemples: ISODATAI1, ISODATA2

ISODATAL:

On a donc un ensemble I de formes x a classer ( on suppose que x appartient a
RY).
On suppose alors que chaque classe a une densité de probabilité définie

parfaitement par la moyenne de la classe correspondante.

La méthode suit I’algorithme suivant
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1 - Choisir le nombre de classes k

2 - choisir un ensemble aléatoire initial de moyennes (appartenant pas forcément a I)
| Y 35 P Sk

3 - Affecter chaque x de I a la classe w; telle que
d(x,ui)<d(x,p;) pour tout j#1 on obtient des partitions P;

4 - Recalculer les nouvelles moyennes de chaque classe

5 - Si non stationnarité aller en 3

6 - Arrét

Exemple dans R” avec deux classes:

Figure 26 - ISODATALI avec deux classes dans R’

ISODATAZ2:

Dans ce cas on tient compte de la moyenne des classes ( lors des itérations
successives il s’agira des partitions Pi) mais aussi de la matrice de covariance.

D’ou la méthode:

1 - Choisir le nombre de classes k
2 - Choisir pour chaque classe une moyenne aléatoire et une matrice de
covariance aléatoire:

(0%, )Xy ) (X, )
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3 - Affecter chaque forme x a la partition Pi telle que la distance de Mahanalobis a
cette classe soit minimale, soit

(x,4;)<d

dmahanalobis

1
avec dmahanalobis (x’ Al ) = (x - /’ll )t X Zl X(x - ,Lll)

4 - Recalculer les

(X, )X, Yo (3, )

5 - Si non stationnarité aller en 3

mahanalobis

(x,4;) Vj#i

6 - Arrét
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3.2 EXERCICES

1- Décrire la méthode ISODATAL en classification automatique
2- Appliquer graphiquement au cas ou on recherche deux classes dans I'ensemble de points définis

dans R2 par ('191) 5 (-1,2), (131)9 (290)5 (251)
On considérera avoir les deux noyaux initiaux (1,1), (1,2)

3- Quelle différence y a t’il entre la méthode ISODATAL et la méthode ISODATA2

En prenant des noyaux a un élément et en choisissant de rechercher deux classes de formes définies
dans R2 (par quelques points : (-1,1)(-1,2)(1,1)(2,0)(2,1)) , appliquer graphiquement l'algorithme des
nuées dynamiques en prenant deux noyaux de départ ( (1,1)(1,2)).

1) Décrire les méthodes particuliéres de classification non supervisées appelées ISODATATL et ISODATAZ2.
2) Appliquer ISODATA1 aux formes suivantes de R? & classifier en deux classes :
('251) ('152) (05'2) (09'1) (091) (092) (093) (19'1)’
avec les noyaux de départ (-2,-1) et (2,3).

1. Décrire les méthodes particulieres de classification non supervisées appelées ISODATA1 et ISODATA?2

2. Appliquer ISODATALI aux formes suivantes de R” a classifier en deux classes :
('2"1) (-1,2) (0"2) (0"1) (051) (052) (033) (13'1)7
avec les noyaux de départ (-2,-1) et (2,3).
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4 METHODES GEOMETRIQUES

4.1 INTRODUCTION

Dans ce type d’approches on va considérer 1’espace des formes (Rd) comme
un espace géométrique et la classification va étre considérée comme faisant intervenir
des métriques dans cet espace ou des hypersurfaces de séparation entre régions
censées représenter les diverses classes cherchées.

Si les surfaces de séparation sont des hyperplans ( équations linéaires) alors on
parlera de fonctions discriminantes linéaires et le classifieur induit sera qualifi¢ de
machine linéaire. On parlera alors de séparation lin€aire des classes.

4.2 SEPARATION LINEAIRE

On est alors dans le cas de fonctions discriminantes qui sont linéaires et les
surfaces de séparation entre classes seront des hyperplans.

Ce type de classifieur est du type supervisé, c¢’est a dire que les classes sont
définies par des échantillons. A partir de ces échantillons il faut arriver a trouver les
surfaces de séparation entre classes qui définiront le classifieur. Bien entendu on fait
la ’hypothese que les classes sont linéairement séparables, c’est a dire que les paquets
d’échantillons définissant les différentes classes recherchées peuvent étre « séparés »
par des hyperplans! Si ce n’est pas le cas on cherchera a trouver les hyperplans qui
minimisent les erreurs entre les classes définies par leurs échantillons.

4.2.1 Surfaces de décision et fonctions
discriminantes linéaires

4.2.1.1 Cas de deux classes

Ou bien chaque classe est définie par une fonction discriminante linéaire (
g1(x) pour la classe w et g(x) pour la classe w;) . Ces deux fonctions ayant été
obtenues a partir des échantillons des deux classes suivant une méthode ad hoc.

Dans ce cas pour une forme inconnue x on décidera que x appartient a la
classe w1 si gl(x) > g2(x) sinon x appartient a la classe w2.

Ou bien on considére qu’on dispose d’un fonction g(x) linéaire ( par exemple
g1(x)-g2(x) si on dispose de ces deux fonctions) qui pourra donc s’écrire:
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2(x)=w' x x +w,

@ appelé vecteur poids
avec

@, appelé poids du seuil

La régle de décision associée étant la suivante:
xew; si g(x)>0
xew, si g(x)<0
Ce qu’on peut comprendre comme :
X est assigné a la classe wl si  o'x dépasse le seuil -00
Dans le cas ou g(x)=0 on peut considérer que x est non classé par exemple...

L’équation g(x)=0 définit en fait la surface de décision. Voici par exemple ce
que cela donne dans R? :

R1 g(x)>0
classe w1l

g(x)<0

R2

classe w2

Figure 27 - Séparation linéaire dans R2 pour deux classes

4.2.1.1.1 Un peu de géométrie..

Supposons que les formes x1 et x2 distinctes soient sur la surface de décision
entre les deux classes, alors on a:

76



t t
0 ><x1+a)0=a) ><x1+a)0=0
soit ' x(xl —x0)=0

ce qui signifie que » est orthogonal a I’hyperplan séparateur d’équation
g(x)=0 puisqu’il est perpendiculaire a tout vecteur de cet hyperplan.

Soit maintenant une forme x quelconque et calculons sa distance euclidienne a
I’hyperplan séparateur.

4
X
(H)
X
p
”
>
o est un vecteur perpendiculaire a ’hyperplan. de norme
lol =V o' x @
Al + @
ors X=X VX ——
P lleo
s1 X, est la projection de x sur I’hyperplan H.
or @' xx,+m,=0
t t w
donc g(x) =@ x(x)+®) =0 x|x, +r><ﬂ + Wy
0
soit g(x)=r x|l
d’ou
X X
r= gk soit d(x,H)= M
|l ol
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4.2.1.2 Cas de c classes

On peut alors considérer diverses approches pour construire le classifieur ,
notamment suivant que 1’on considére que 1’on a ¢ problémes du type « séparer

cx(c—-1)

w; de w;

w;, de w

» ou bien Cﬁ = problémes du type « séparer

j ».

. . . . I 2
Voir ci dessous les deux cas indiqués pour 3 classes dans R”:

RIG VY O
Q

R3 3

Figure 28 - choix de dichotomies pour un classifieur linéaire

4.3 MACHINE LINEAIRE

4.3.1 Introduction

On appelle machine linéaire un classifieur construit sur la base de fonctions
discriminantes linéaires et sur des dichotomies de types « w; - wj ». Les surfaces de
séparation sont donc des hyperplans.
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4.3.2 Description de la machine linéaire

On suppose disposer de ¢ fonctions discriminantes linéaires notées:
g.(X)=w xx+w, pouri=1l,...,c

Ces fonctions auront été obtenues par apprentissage sur les échantillons
fournis pour les classes a rechercher ( cet apprentissage est étudié plus loin).

La Machine linéaire est alors définie par le type de décision suivant:

xew; si gi(x)>g;(x) Vi#]

Deux régions contigués R; et R; sont séparées par une portion d’hyperplan Hj
défini par 1’équation

gix)=gi(x)

soit
4
(a)l- —a)j) X X+ (a)io —a)jo)z 0
(@ ~o;) L H;
g () - g; ()
et d(x,H;)=
|o; - )]
Notons que:
- Toutes les régions Ri (i=1,...,c) ne sont pas forcément adjacentes
- Les régions sont connexes et convexes (deux points quelconques d’une
région

définissent un segment qui appartient totalement a la région correspondante)

Ce classifieur est en fait adapté au cas ou les lois de densités de probabilités
p(x/wi) sont unimodales.
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Exemples:

R2

R3
R1

RS

3 classes 5 classes

Figure 29 - Exemples de machines linéaires dans R?

4.4 APPRENTISSAGE

4.4.1 Introduction

Les classes a rechercher sont donc définies par la fourniture d’échantillons de
chacunes des classes. C’est a partir de ces ensembles d’échantillons qu’il faut
« découvrir » les fonctions discriminantes caractéristiques de chacunes des classes.
Dans la mesure ou nous allons nous placer dans une approche ot on cherche a séparer
les classes deux a deux, nous allons étudier le probleme de 1’apprentissage dans le cas
de deux classes et nous cherchons a déterminer la fonction g(x) telle que g(x)=0
définira I’hyperplan séparateur entre les classes.

4.4.2 Méthode « géométrique »

On cherche donc une fonction linéaire discriminante g(x) entre les deux
classes wl et w2 telle que
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g(x)>0& x ewl
gx) <0 x ew2

Cette fonction étant linéaire peut s’écrire :

X1 W)
, X2 W)
gx)=w x+wy, avec x=| . et w=| .
[ Xg ([ Dyg |

Passons artificiellement de 1’espace des formes RYa I’espace R*! en rajoutant
une composante égale a 1 et notons

1 CI)O
X1 | 2
@
[ ] x [ ] a)
[ Xd _ 2ra

La fonction discriminante cherchée s’écrit donc maintenant

g(x)=g(y)=a'y

La surface discriminante correspondante dans R*"! est en fait un hyperplan
passant par 1’origine et dont 1’équation est donnée par a'y=0

On dispose donc de n échantillons définis dans R répartis entre les classes

W) et W, que nous noterons y; yz....yn (ces échantillons sont obtenus simplement en
rajoutant une composante constante ¢gale a 1 aux échantillons fournis).

Faire I’apprentissage du classifieur va donc consister a rechercher g(y) et donc
un vecteur a qui fasse que les n échantillons seront correctement classés. Il n’y a bien
stir une solution que si les échantillons des deux classes sont linéairement séparables.

Un échantillon y; est classé correctement si I’'une des deux conditions
suivantes est vraie:

a' xy; >0 et y; ew

a' xy; <0 et y, ew2
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Or
a' xy; <0 < a' x(-y;)>0

On peut donc simplifier le probléme en remplagant tous les échantillons y; de
la classe w, par leurs opposés (-yi)

La recherche du vecteur a (permettant de définir I’hyperplan séparateur des
deux classes) se trouve donc simplifiée de la fagon suivante:

Rechercher un vecteur a de R*"!
tel que a'y>0
pour tous les échantillons
(en prenant les opposés pour la classe w2)

Chaque échantillon y; définit en fait une contrainte sur le vecteur solution a.
Cette contrainte va en fait définir une zone de R*"! dans laquelle le vecteur a ne peut
pas se trouver (et de fagon duale une zone dans laquelle il est permis qu’il se trouve!).

a'y=0 définit un hyperplan passant par ’origine de I’espace R*"" ayant le
vecteur y;comme normale.

Le vecteur a solution doit donc étre du coté « positif » de cet hyperplan (c’est
a dire du coté du vecteur y; )

Les n échantillons définissent en fait n demi-espaces , et c’est a I’intersection
de ces n demi espaces que I’on peut trouver le vecteur a.

. . r . 7 r +
Voici un exemple de formes définies dans R, représentées dans R'™'. On

suppose avoir deux échantillons y; et y, représentant la classe w; et deux échantillons
y3 et y4 représentant la classe w;
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y4

Figure 30 - apprentissage '"géométrique" pour une machine linéaire

Il y a toujours la solution triviale a vecteur nul mais qui ne présente aucun
intérét bien sir.

Si les deux classes sont linéairement séparables (suivant les n échantillons
fournis !) alors on voit qu’il y a une infinité de vecteurs solutions a, on peut alors
chercher une solution optimale.

On peut par exemple:

e choisir le vecteur a (définissant un hyperplan d’équation a'y=0)
qui rende maximum la distance minimum des échantillons au plan séparateur.

e Chercher le vecteur a le plus petit satisfaisant

a' xy; >b Vi

b Cte positive appelée marge

Ce choix permet d’éviter les vecteurs solution limites.
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b/ITy2II |
b/Iy311
-y3
avec )
b=Ily 11l
yl
1 N T >
\ y2
y3 plan séparateur

Figure 31 - Apprentissage géométrique avec marge

L’inconvénient de cette approche purement géométrique est qu’on ne peut pas
trouver facilement de solution approchée si les échantillons des deux classes ne sont
pas linéairement séparables.

4.4.3 methode de descente du gradient

4.43.1 Introduction

Le probléeme n’est plus abordé sous forme de n contraintes géométriques
successives, mais sous la forme analytique suivante:

Trouver la solution & 1’ensemble d’inégalités { a'y>0 } et pour cela définir un
critére J(a) qui devra étre minimum pour a solution.

on est alors confronté aux problémes suivants:

- Trouver une fonction J(a) & minimiser
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- Définir une méthode permettant de trouver le vecteur a qui minimise

J(a)
4.4.3.2 Approche théorique

4.4.3.2.1 Choix du critére J(a)

Il y a plusieurs fonctions J(a) possibles qui sont basées sur la sommation des
« contraintes » de la facon suivante:

Critére du perceptron:

t
Ja)y= Y (-a'y)
ye¥(a)
avec Y(a) : ensemble des échantillons mal classés si on choisit a

Procédure de relaxation:

J(a) = Z:(aty)2

ye¥(a)

autre...

J(a) =#(Y ()

nombre d’échantillons mal classés si on choisit a

4.4.3.2.2 Détermination de a par « descente du gradient »

L’objectif est de trouver la valeur de a qui va minimiser la fonction J(a). On
s’appuie sur la condition nécessaire qui est que la dérivée de J(a) doit étre nulle. Le
risque est cependant de tomber sur un minimum local de la fonction J(a) .

Le principe de la méthode de descente du gradient consiste a partir d’un
vecteur arbitraire a; de calculer la dérivée en ce point et de descendre suivant la plus
grande pente indiquée justement par la dérivée. En « descendant » ainsi sur
I’hypersurface on finira par tomber dans un minimum de J(a) (trou!).

Voici I’algorithme de la méthode:

e Choisir un vecteur arbitraire al
e Calculer le vecteur dérivée V.J (a 1 )

e Calculer la nouvelle valeur a2 en se déplagant a partir de al suivant la descente la
plus grande
et itérer jusqu’a convergence en suivant la formule suivante:
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ay =ay —p; xVJ(ay)

avec Py > 0 définissant I’échelle de descente.

Figure 32 - Minimum d'une fonction J(a) par descente du gradient

On imagine facilement que le choix de O joue un réle important dans la
convergence de I’apprentissage et sur sa rapidité.

Ainsi si Oy, est trop petit la convergence peut €tre extrémement lente et
d’autre part si on est prét d’un minimum local on risque de s’y retrouver « piégé » !

Si Py esttrop grand on risque de diverger (en effectuant des déplacements
trop grands)

Empiriquement on voit qu’il peut €tre intéressant d’avoir des valeurs de Oy

¢levées au début et qui vont diminuer au fur et a mesure ( on peut ainsi éviter les
piéges des minima locaux de la fonction J(a) a I’aide des valeurs élevées initiales et
assurer une convergence fine sur le minimum global de la fonction J(a).

Il existe une méthode permettant de choisir une valeur optimum de Q) qui

tienne compte de la dérivée et d’autre part de la courbure locale de J(a) par
I’intermédiaire de la dérivée seconde.

En effet si ’on réalise le développement en série d’ordre 2 de la fonction J(a)
on obtient:
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J(a) = J(ak)+VJt(ak)><(a— ak)+%>< (a—ak)t xDx(a—ak)

5> J(ay)
Sa; 0

avec D=
i=ld+1 j=1,d+1

matrice des dérivées partielles secondes

Alors on obtient

2 19 '
J(@i1) = J(a) = o[V TS X P X VI X DXV
oJ
Si on cherche la valeur de Oy, telle que (a—kﬂ) =0
opy,

[val’

VJ!x DxVJ

on obtient: ,Ok =

Ce qui est une possibilit€ de choix optimale pour la valeur de O, , mais on

voit bien qu’a chaque itération le calcul de Oy va prendre beaucoup de temps calcul.

4.4.3.3 Mc¢ethode du perceptron

4.4.3.3.1 Méthode classique

Rappelons que le critére du perceptron ( la fonction J(a)) est défini par:
t
Jp@)= 2 (-a'y)
yeY(a)

avec Y(a) étant I’ensemble des échantillons mal classés si on choisit a

Rappelons que y est mal classé ssi a'y<0 et donc J,(a)>=0
De plus J,(a) est « proportionnel » a la somme des distances des échantillons mal
classés a la fronticre de décision définie par le vecteur a.
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Or
VJp = 2 alors VJp = Z (-y)
’ yeY(a

P
| oay. |

D’ou la formule de 1’algorithme de descente du gradient:

Qg = Qg T Py X Zy
yeY(a)
avec Y(a) étant I’ensemble des
¢échantillons mal classés pour a

Cette méthode converge a coup sir vers une solution (pas forcément
optimale) si les classes sont linéairement séparables.

4.4.3.3.2 Méthodes dérivées

11 est possible de définir des méthodes dérivées de la méthode précédente ou la
quantité de calculs sera diminuée. L’idée de base est de faire intervenir les
¢chantillons mal classés par tirage aléatoire au lieu de faire intervenir I’ensemble des
¢chantillons mal classés (pour un choix donné de a).

La méthode est la suivante:

on part de al arbitraire

App =ap +pp X Jr k=1

)7 , estun vecteur yy qui est mal classe¢ par le choix ax. Ce vecteur y est choisi de

facon aléatoire dans Y (ay).
On peut de plus définir une marge . Ainsi un vecteur est mal classé si

ay xy, <b.

L’hyperplan séparateur obtenu est alors optimiseé.
On démontre que

si
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n
P20 et lim Zpk:+oo

n—>+0o0 k=1
< 2
Z,Ok
et lim —*= 5 = 0
n—+0

n
Zpk
k=1

alors

. , . t .
ax converge vers une solution vérifiant @ X Vi b VY1 silesdeux
classes sont linéairement s€parables.

4.43.4 meéthode par relaxation

4.4.3.4.1 Méthode classique

Dans cette méthode le critére du perceptron
Jy@= Y (-a'y)
p
yeY(a)
est remplacé par

J@= Y('y)

yeX(a)

Ici le gradient sera du « premier degré ».

La solution trouvée ne sera pas forcément optimale , on choisit donc ici aussi
un critére avec « marge » qui prendra donc la forme suivante:

1 (a'y- b)2
Ja) =% ¥ A
2 ye;(a) "y"2
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avec Y(a) étant I’ensemble des échantillons mal classés si 1’on choisit a et donc tels
que a'y<=b

alors
a'y—b
VJ, = Z (—2)><y
yeY(a) "y"

L’algorithme de descente du gradient prend alors la forme suivante:

a, arbitraire

Apy) = A T P X

Z (b —aty)xy

2
ye¥(a) 1]

4.4.3.4.2 Méthode dérivée

Comme pour la régle du perceptron il est possible de simplifier
cet algorithme de relaxation en faisant intervenir les échantillons
mal classés de Y(a) de facon aléatoire et individuellement.
en prenant de plus un py constant égal a p on obtient 1’algorithme
simplifié suivant (dit régle de relaxation) :

a, arbitraire

— B t ~
a,,, =a, +p><—”N “ Xy, avec a,xy, <b

Expliquons 1'origine du terme " relaxation " :
t ~
b—a,xYy,

|| ¥, ” la distance de ay a I'hyperplan a'y,=b

Notons 7x =

Comme ”y—k” est un vecteur unité normal & I'hyperplan a'y,=b
Vi
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Passer de ax a ax+; consiste donc a "déplacer” le vecteur ay d'une certaine
fraction p de la distance a I'hyperplan ! Dans le cas extréme ou p vaut 1 alors ay est "
mis " sur 'hyperplan.

On dit qu'il y a relaxation de la tension créée par l'inégalité a'yyb

4.5 EXERCICES

Soient les deux classes suivantes définies dans I'espace des caractéristiques R*

e classe 1 définie par (0,1), (1,1), (2,1), (2,0)
e classe 2 définie par (-1,-1), (-1,-2), (0,-1), (0,-2)

Appliquer une des méthodes d'apprentissage par « descente du gradient » puis représenter les
échantillons des deux classes et la courbe de séparation obtenue entre les deux classes dans I'espace des

caractéristiques

Remarque: bien détailler et expliquer tout le cheminement suivi

. . , . L e . 2
Soient les deux classes suivantes définies dans l'espace des caractéristiques R

e classe 1 définie par (1,0),(2,0),(2,1)
e classe 2 définie par (0,-2),(-1,-1), (-1,0),(0,1)

Appliquer une des méthodes d'apprentissage par « descente du gradient » puis représenter les
échantillons des deux classes et la courbe de séparation obtenue entre les deux classes dans I'espace des

caractéristiques

Remarque: bien détailler et expliquer tout le cheminement suivi

On suppose disposer d ‘échantillons définissants deux classes C1 et C2.
On voudrait utiliser la séparation linéaire pour apprendre a reconnaitre ces deux classes mais les deux
classes ne sont pas linéairement séparables. Or on suppose savoir que les échantillons de la classe C2
forment en fait trois paquets bien distincts.

Une configuration des échantillons (avec formes supposées définies dans R* pourrait étre la
suivante :

A

Proposer une suite de d’opérations

de classification permettant d’utiliser la séparation linéaire C1

(attention on doit faire tout le travail automatiquement)

On donnera le maximum de détails.

C2
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Soient les deux classes suivantes définies dans I'espace des caractéristiques R

e classe 1 définie par (0,1), (1,1), (2,1), (2,0)
e classe 2 définie par (-1,-1), (-1,-2), (0,-1), (0,-2)

Appliquer une des méthodes d'apprentissage par « descente du gradient » puis représenter les
échantillons des deux classes et la courbe de séparation obtenue entre les deux classes dans l'espace des

caractéristiques

Remarque: bien détailler et expliquer tout le cheminement suivi

Décrire la méthode d'apprentissage géométrique dans le cadre de la séparation linéaire (on supposera qu'il n'y
a que deux classes définies par des échantillons) et appliquer au cas particulier suivant:

e classe 1 définie par (1,0) (0,1)
e classe 2 définie par (-1,0) (-1,-1)

Dans le cadre de la séparation linéaire, décrire la méthode d'apprentissage par « descente du gradient
» (on supposera qu'il n'y a que deux classes définies par des échantillons) et appliquer au cas particulier
suivant :

e classe 1 définie par : (1,0), (0,1);
classe 2 définie par : (-1,0), (-1,-1).

Décrire deux méthodes d'apprentissage (une géometrique et 1’autre par « descente du gradient ») dans
le cadre de la séparation linéaire (on supposera qu'il n'y a que deux classes définies par des échantillons) et
appliquer au cas particulier suivant:

e classe 1 définie par (1,0) (0,1)
classe 2 définie par (-1,0) (-1,-1)

92



93



4.6 RECONNAISSANCE DES FORMES ET
NEURONES

4.7 GENERALITES

Nous aborderons les réseaux de neurones dans la seule perspective de faire de
la reconnaissance des formes et de la classification/segmentation. Notre objectif n’est
donc pas celui des « neurosciences » consistant a chercher a utiliser la puissance des
ordinateurs pour simuler 1’intelligence humaine ou animale.

Rappelons quelques généralités sur ces cellules particuliéres que sont les
neurones biologiques. 11 s’agit donc de cellules comportant un noyau comme toutes
les cellules vivantes mais comportant des branches appelées axons. Ces axons peuvent
étre reliés pour « connecter » des neurones.

noyau

axon

Synapse

Ces connexions se comptant par milliards et produisant ce qu’on appelle un
réseau de neurones. Chacun de ces neurones peut étre activé ou non par ce qu’on
appelle la « force synaptique » et transmettre son « activation » par 1’intermédiaire des
synapses aux autres neurones. Chaque neurone pouvant étre considéré comme
comportant des entrées et des sorties.

Ce réseau de neurones peut recevoir des activations par 1’intermédiaire des
sens notamment et I’état d’excitation des neurones définit alors un état de la
perception .

Nous allons maintenant étudier un type de neurone artificiel non utilisé¢ dans
les neurosciences mais utilisé en modélisation ou en reconnaissance des formes et voir
quelles sont les analogies entre neurone biologique et neurone artificiel.

. = W __>’z »NET:X.W: Z W,‘ X xi
- wn i—1
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La somme pondérée des entrées, NET peut étre considérée comme la « force
synaptique » permettant d’activer le neurone biologique et donc de fagon analogue au
fonctionnement d’un neurone biologique il reste a définir une fonction d’activation
qui définira I’activation du neurone en fonction des entrées.

Les caractéristiques du neurone artificiel étant définies par le nombre d’entrées
possibles (dimension du vecteur X) les poids de connexion (vecteur W) et la fonction
d’activation.

Nous pouvons représenter cela par le schéma suivant :

W, AOUT
X, W4>
X NET
I R I )
|
Wn NET]
Xn ——P

Avec par exemple comme fonction de sortie une fonction sigmoide du type suivant :

1
OUT = 3o VT

Par exemple avec ce neurone particulier (pour l’instant nous n’avons pas
encore de réseau de neurones compos¢ de plusieurs neurones interconnnectés !) nous
pouvons nous poser la question de ce que nous pouvons faire en terme de
reconnaissance des formes.

A priori la « forme » c’est le vecteur d’entrée X ....C’est cette forme qui est
présentée au neurone et ce neurone soumis a cette sollicitation répond OUT qui est
une valeur dépendant bien sur de I’entrée mais aussi du vecteur poids W (c’est a dire
des n poids scalaires Xj X3 .... Xp).

En faisant I’hypothése que ce neurone peut classer des formes dans deux
classes C; et C, (et qu’une forme est classée par le neurone dans C; si et seulement si
OUT > 0.5) on peut donc penser que si on choisit correctement le vecteur poids W on
saura peut étre classer des formes se répartissant dans deux classes.

On est donc confronté a un probléme classique en reconnaissance des formes.
Si mes deux classes C; et C, sont représentées par quelques échantillons je peux
envisager I’utilisation de mon neurone en deux phases :

Phase 1 : A I’aide des échantillons j’essaye de choisir des poids qui font que
le neurone répond correctement dans tous les cas...il s’agit donc de la phase
ou on apprend quelque chose au neurone ( reconnaitre correctement les classes
sur la base des échantillons)

Phase 2: une fois que l’apprentissage est réalisé , je présente une forme

inconnue et le neurone me reponds dans quelle classe il le range. Il s’agit en
fait de la généralisation de ce que le neurone a appris lors de la phase 1
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On fonctionne donc dans ce cas en classification supervisée ( avec
professeur).

En fait si je suppose que I’apprentissage a €té fait avec les échantillons ...
Si une forme en entrée est définie par le vecteur X= (x1 x2 x3 ..... xn) alors le
neurone le classe dans C2 si et seulement si :

Wi.X1 + Wa.Xot ... +Wy.Xp —0.5> 0.0
c’est a dire si le vecteur X est “au dessus” de I’hyperplan d’équation
Wi.X1 + Wa.Xot ... +Wn.Xp —0.5=0.0

On en déduit donc qu’un neurone du type décrit ici est capable de faire une
sorte de « séparation linéaire » de deux classes

4.8 HISTORIQUE

Les premiéres approches neuronales ont souvent été lies a la recherche de
méthodes automatiques de perception ou de modélisation du systéme neuronal
humain qui a cette époque était encore trés mal connu.et nous nous bornerons pour
I’essentiel a ce type de problématique.

4.8.1 1943 : premier modele de neurone

Ainsi le premier modele de neurone a été défini en 1943 par Mac Culloch (un
psychiatre) et Pitts ( un mathématicen) comme étant un dispositif recevant un
potentiel d’action et qui s’active ou non suivant 1’intensité de ce potentiel d’action. Il
s’agit donc d’un dispositif qui s’active (reponse oui ou 1) ou non (réponse non ou 0)
suivant que le potentiel d’activation est supérieur a un seuil ou non.

Le potentiel d’activation est en fait ici la somme pondérée des entrées. Si cette
somme pondérée dépasse un certain seuil wy alors le neurone fournit la valeur 1 sinon
il fournit 0.

Ce neurone formel est donc défini par le seuil wy et les poids des connexions
d’entrées les w; et par une fonction de seuillage f( ).

La fonction f( ) est définie de la fagon suivante :
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A T

Ftdoncona

S=f Zn:wl. X X,
i=1

En fait a I’aide de ce neurone Mac Culloch et Pitts ont congu des réseaux de
neurones permettant de calculer toutes les fonctions de 1’algébre de Boole a partir de
neurones calculant le ET, le OU et le NON.

0.5 _.
2y wem02 L Non

— " _
X wo=0.75 | (XETy)

— _
X wo=0.5 | (xOUy)

Mais déja avec cette approche on voit apparaitre la possibilité¢ de traiter des
problémes de reconnaissance des formes. En effet, de par I’expression de la fonction
f( ) on peut déduire que si on est confront¢ a un probléme de reconnaissance de
formes de deux classes linéairement séparables et qu’on dispose d’échantillons , il est
alors certain qu’il existe une solution ( en termes de wj, i=0....n) telle que le neurone
décrit sera une solution pour obtenir un classifieur.
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A partir de ce modele ont été définis divers modéles de neurones plus
généraux qui satisfont aux critéres génériques suivants :

X1 /\

X; entrées
E= h(X1,X25....,Xp) fonction entrée totale
A=f(E) etat du neurone et fonction d’activation
S=g(A) sortie
Dans ce cas de figure, les possibilités les plus courantes sont les suivantes :

Nature des entrées et des sorties :

- binaires (0, 1) ou(-1,+1)
- réelles

Fonction d’entrée totale h () :

- booléenne
- linéaire z W, X X,
- affine ( w, xxl.)—a

Fonction d’activation f( ) :

+1

- binaire

- linéaire a seuils
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- fonction sigmoide >

fox
e —1
f(x)=ax
par exemple ekx 11

Fonction de sortie g() :

- en général I’identité

4.8.2 1949, les réseaux de Hebb

Toujours dans le domaine de la recherche sur le fonctionnement des neurones
biologiques et sur les mécanismes d’apprentissage de 1’intelligence humaine, Hebb a
proposé un type de réseau de neurones totalement interconnecté ( c’est a dire ou les
neurones sont reliés par des connexions de type synapse fonctionnant a la fois en
«entrée » et en « sortie ». Ces connexions sont affectées de poids qui évolue au cours
du temps et en fonction de I’activation de chacun des deux neurones extrémités de
cette connexion.

11 a ainsi défini une régle d’apprentissage dite de Hebb :

wii(t)
Neurone 1 Neurone 2

Cette régle considére alors que toute connexion entre deux neurones se renforce si
ces deux neurones sont actifs au méme moment.

Si on note A1 et A2 I'activation des neurones 1 et 2 et si on suppose qu’un neurone

actif a son activation qui vaut 1 et qu’un neurone inactif a son activation qui vaut 0 alors
I'expression de la régle de Hebb est la suivante :

wl.j(t+§t)=wi].(t)+y><AixAj avec >0

au départ on a w;(0) =0 pour tout i, j

Ce type de réseaux a surtout une vocation pour la modélisation des neurones
biologiques et reste peu utilisé en reconnaissance des formes. Un des inconvénients majeurs
de ce modéle vient du fait que les w; ne peuvent qu’augmentert au cours du temps
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4.8.3 1958, Le PERCEPTRON de ROSENBLATT

Rosenblatt a congu un réseau de neurones tres simplifié dans le but de faire de
la reconnaissance automatique de caractéres imprimés. Il aborde ce probléme sous la
forme d’une perception visuelle simplifiée. Son approche consiste & concevoir autant
de dispositifs spécialisés qu’il y a de lettres a reconnaitre. Le schéma ci dessous
décrit le dispositif possible pour la reconnaissance de la lettre « A »

B

LA

95 geaz Cellule
= B j de

g — décision
q Cellules

d’assiociation

La zone concernée par la perception est en fait considérée comme regardée par
une rétine dont les cellules de reception forment une matrice.

Rosenblatt a alors congu des dispositifs indépendants de
reconnaissance de chaque lettre. Si I’on prend I’exemple de la lettre A représentée sur
le schéma ci-dessus, Rosenblatt a choisi quelles cellules de reception de la rétine
devaient étre considérées, il les a regroupées sur des cellules d’association qui
fournissent un résultat 0 ou 1 suivant que chaque cellule de reception vise une zone
encrée ou non. Chacune de ces cellules d’association fournit donc alors une entrée
(qui est pondérée par un poids w;) a un neurone linéaire a seuil, qui fournit alors une
sortie 0 ou 1 suivant qu’on n’a pas ou qu’on a reconnu la lettre « A ».

Chaque lettre qui « entre » est donc finalement codée sous forme d’un
vecteur

‘e=(e, € . e,)

Rosenblatt a lors ¢laboré une méthode d’apprentissage de chaque neurone. Si
I’on reprend le dispositif pour la reconnaissance de la lettre ‘A’, alors cette méthode
va consister a ajuster les poids de facon a ce que le dispositif réponde correctement a
la présentation de lettre A ( réponse désirée 1) et d’autres lettres (réponse désirée 0).

On dispose donc au départ de plusieurs exemples de lettre ‘A’ et de plusieurs
exemples d’autres lettres. On présente alors plusieurs fois si nécessaire chacun de ces
¢chantillons et contre-échantillons, en définissant un critére d’arrét ( par exemple
« présenter chaque lettre 10 fois » ou bien « jusqu'a ce que la réponse obtenue soit
juste pour chaque lettre »....Mais ici on ne se pose pas la question de la convergence).

A chaque lettre échantillon ou contre-échantillon présentée on applique alors
la régle suivante d’évolution des pois w; , dite « régle d’apprentissage du perceptron »
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Rappelons que si les entrées sur ce neurone sont notée ¢; , i=1,n et les poids
des connexions w; alors la sortie s du neurone est donnée par :

n
Si ZW,- xe>W, alors s=1 sinons=0
i=l1

SiI’on note d la réponse désirée a la présentation d’un échantillon ou d’un
contre-échantillon alors on applique les modifications de poids suivantes

e Sid==s alors
ne rien faire puisque le systéme répond alors correctement
e Sid<s (soitd==0ets==1) alors

il faut diminuer les poids des connexions recevant une entrée positive
et augmenter les poids des connexions recevant une entrée négative car en

effet il faut augmenter la valeur de Z W; Xé€; de fagon a se rapprocher de la
i=1

n
réalisation de la condition Z W, Xe>= W,
i=1

e Sid>s (soitd==1 et s==0) alors

il faut augmenter les poids des connexions recevant une entrée positive
et diminuer les poids des connexions recevant une entrée négative car en effet

il faut diminuer la valeur de Z W; Xe; de facon a se rapprocher de la

i=1

n
réalissation de la condition Z w; X e,sw,
i=1

ce qui peut étre résumé par :

w; =witK x (d-S) xe; avec k>0 k : taux d’apprentissage

C’est la régle d’apprentissage du Perceptron
Notons ici comme nous 1’avons vu précédemment, qu'une condition

nécessaire pour qu’il y’ait convergence du processus d’apprentissage est que la classe
des “A” soit séparable linéairement de la classe de “toutes les autres lettres”
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484 1960, WIDROW et HOFF et régle o

Widrow et Hoff reprenant 1’idée du perceptron (mono-neurone) de Rosenblatt
ont concu ADALINE (ADAptative Linear Neurone). A la différence du neurone
linéaire a seuil de Rosenblatt ils ont proposé une fonction d’activation linéaire du type
suivant :

SA
1

> NET:Zn:w xe,

i=1

Les entrées peuvent donc étre réelles comme pour le perceptron mais surtout
la sortie est une sortie réelle au lieu d’étre une sortie binaire.

Cela a amené les auteurs de ce nouveau neurone a définir une régle

d’apprentisssage inspirée de celle de Rosenblatt qu’ils ont appelé régle
d’apprentissage d.

La formulation de cette régle o dit aussi régle de Widrow Hoff est la
suivante :

Soit S la sortie réelle du neurone

Soit T la sortie désirée sur présentation d’un échantillon,

Et soit 0=(T-S)

e Sid=0 alors
ne rien faire puisque le systéme répond alors correctement
e Sid>0 alors
n
il faut augmenter la valeur de Z w; X e,
i=1
e Sid<0 alors
n
il faut diminuer la valeur de Z w; Xe;

i=1
alors si ’on note

Ai =77><5><€l-
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avec m >0 appelé taux d'apprentissage

alors on a

pour tout poids w; w, =w, +A,

Nous verrons que cette régle O sera utilisée ultérieurement lors de
I’apprentissage de réseaux de neurones multicouches de type perceptron

4.8.5 1969 MINSKY et PAPERT

Jusqu’a cette époque (fin des années 60) deux approches sont en concurrence
en ce qui concerne la recherche sur la perception et la cognition : les approches
intelligence artificielle (logique et approches « problem-solving ») et les approches
connectionnistes avec comme modele dominant le perceptron.

A la fin des années 70 Marvin Minsky et Seymour Papert aprés avoir
bien étudié le perceptron et notamment une evolution de réseau de neurones
multicouche ( le perceptron multi couche ) indiquent qu’ils ne voient pas d’évolution
possible pour résoudre les problémes non séparables linéairement . A partir de cette
date la recherche sur les réseaux de neurones va subir une chute trés importante.

Jusqu’a la découverte par Rumelhart et d’autres chercheurs de la
technique dite de rétropropagation du gradient pour I’apprentissage du perceptron
multicouche en 1986.

Mais jusqu’en 1986 seuls quelques chercheurs isolés ont continué dans la

méme voie.
Les années 1970 ont vu 'emergence des cartes auto-organisatrices et les mémoires
associatives essentiellement sous I'impulsion de Kohonen , Grossberg et Hopfield.

Nous ne détaillerons pas plus I’histoire de la recherche en ce qui concerne les
réseaux de neurones.

Mais nous allons présenter ci-dessous pourquoi il est interessant de passer aux
réseaux de neurones plutot que de ne travailler qu’avec un neurone comme nous
I’avons fait jusqu'a maintenant.

4.9 DU NEURONE AU RESEAU DE NEURONES

En fait Minsky et Papert ont mis en évidence les limites du neurone linéaire a
seuil et de ses limitations. Ils ont notamment ouvert la voie aux réseaux de neurones
et notamment au réseau de neurones dit « perceptron multicouche » mais dans la
mesure ou aucune méthode rationnelle d’apprentissage de ce type de réseau n’était
¢vidente la recherche en connexionnisme s’est restreinte a quelques courageux.

Nous allons voir maintenant comment on passe naturellement d’un
neurone linéaire a seuil a un réseau de neurones du méme type pour résoudre des
problémes plus élaborés.
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4.9.1 Les limites du neurone linéaire a seuil

Comme nous I’avons vu un neurone linéaire a seuil ne peut résoudre que des
problemes de reconnaissance des formes a deux classes linéairement séparables.
En effet si on a un neurone a n entrées avec des poids wi,wa, ....,W, €t un

. . , t
seuil wy et sionauneentrée € = (61 €y e . en) alors

n
Si Z w, xe>Ww; alors s=1 sinon s=0
i=1

Dans I’espace R" on peut alors définir un hyperplan d’équation
Wy Xe + W, Xe, +a.. +w, xe, —w, =0

le demi espace defini par
W, X + Wy X€, F e +w, xe, —w, >0

contient tous les vecteurs e fournissant une sortie égale a 1

Le demi espace défini par
Wy Xe +Ww,Xe, +o.. +w, xe, —w, <0

auquel on ajoute I’hyperplan contient tous les vecteurs fournissant une sortie a 0.

Si on part du point de vue que les sorties 0 et 1 signifient un numéro de classe
il est alors immédiat que le neurone lin€aire a seuil peut répresenter n’importe quel
classifieur fonctionnant en séparateur linéaire pour deux classes linéairement
séparables ( c’est a dire qu’il existe des poids wl,w2,...,wn et un seuil w0
solutionnant le probléme...ce qui ne signifie pas qu’on sait forcément les trouver
simplement).

Voyons maintenant un probléme simple de classification non linéairement
séparable :

Soit deux classes définies par les échantillons suivants dans R2

Classe C; : (0,1) et (1,0)
Classe C, : (0,0) et (1,1)

On aimerait donc avoir un neurone linéaire a seuil fournissant une sortie 1 pour C,
Et fournissant 0 pour C,

soit
el e2 Sortie désirée
0 0 0 G
0 1 1 Ci
1 0 1 Ci
1 1 0 G
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En fait sil’on considére les entrées comme binaires il s’agit du ou exclusif en
algébre de Boole c’est a ditre XOR (ey,e»).

On cherche donc un neurone linéaire a seuil satisfaisant ce probléme :

el\ —]
/v

w0

e2

Si I’on représente les échantillons dans le plan on voit immédiatement que le
probléme n’a pas de solution en w; w; et wy

el

Par contre pour rendre le probléme linéairement séparable il suffit ici de
rajouter une composante fictive e; a chaque vecteur

Par exemple,

Classe C; : (0,1,0) et (1,0,0)
Classe C, : (0,0,0) et (1,1,1)

On obtient alors un probléme linéairement séparable puisqu’on peut faire
passer un plan entre les deux classes

e3A

el
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soit
e2 e3 Sortie désirée

—_—— O O

0
1
0

1

—_ o O O

0

1
1
0

On remarque que e3 est en fait le ET logique de ¢, et e,

On en déduit que si on dispose d’un neurone linéaire a seuil a trois entrées et
que ces trois entrées sont respectivement el , e2 et e3 alors on pourra trouver les poids

permettant de résoudre le probléme.
On peut choisir par exemple :

0.5

el
*A .
Wo 0.25
—»  XOR(el,e2)

2— P

T

€

Il faut donc maintenant construire le dispositif permettant d’obtenir e; et en
fait un neurone linéaire a seuil a deux entrées peut faire I’affaire comme nous I’avons

déja vu

0.5
|——————P =
¢ Wom 0TS Ly AND (el )

0.5

Q2——P

En prenant deux neurones linéaires a seuil a deux entrées et une sortie on peut
alors avoir le réseau de neurones a deux couches successives suivant :

€1
wo=0.5

(32

wn=0.75

W02 N‘
0.5 W, =0.25 >
XOR (eq.e2)
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Une autre possibilité plus simple et n’utilisant que des neurones de conception
identique (deux entrées et une sortie) serait par exemple la suivante :

(2]

W02 N
0.5

w0=1.5

» XOR (e1.e2)

(32

On remarque ainsi qu’avec des reseaux multicouches on peut résoudre des
problémes non linéairement séparables. Mais le gros probléme est celui de
I’apprentissage de tels réseaux multicouches et du contrdle de ce qu’ils peuvent
produire. La recherche dans ce domaine a été¢ quasiment stoppée pendant plus de 10
ans du fait de ce probléme de I’'impossibilit¢ de réaliser 1’apprentissage d’un tel
réseau.

La régle 6 de Widrow et Hoff puis la conception de neurones a fonction
d’activation sigmoide ont permis la découverte d’une méthode mathématique
permettant de rétropropager I’erreur de sortie dans le réseau et donc la conception
d’une méthode d’apprentissage d’un tel réseau composé de ces nouveaux neurones
(Rumelhart,Hinton et Williams en 1986). Cela a redonné un serieux regain d’activité a
la recherche dans ces domaines.

4.9.2 Le perceptron multicouches

4.9.2.1 Delarégle du perceptron alaregle o

Nous allons comparer les deux régles d’apprentissage pour les deux neurones
que nous avons déja décrit, le neurone linéaire a seuil avec la régle du perceptron et le
neurone a sortie réelle et fonction d’activation sigmoide avec la régle 9.

Reprenons la régle d’apprentissage du perceptron avec un neurone linéaire a

€1 \
—® Sortie=0 ou 1
/ WO
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On voit ici que si I’on a un échantillon avec sa réponse désirée d égale a 0 par
exemple et que le neurone soumis a cet échantillon réponde 1.

n
Cela signifie que z W, Xe;> W, mais on ne sait pas a quelle valeur de
i=1
n
NET = z W; Xe; correspond cette sortie a 1. Cela peut étre toute valeur de NET
i=1
entre wy et + oo, d’ou la difficulté a décider quelle type de correction on doit apporter
a NET (doit elle étre forte ou faible ?).

& fNET)
1 :’l
|

v
Wo 6)

<+“—>

» NET

Considérons maintenant un neurone a sortie réelle et a fonction d’activation
sigmoide du type suivant :

€1

€ \ L >4> Sortie réelle

Dans [ -1, +1]

€n

Ici si ’on dispose d’un échantillon c’est a dire d’une entrée pour laquelle on
connait la sortie désirée réelle d et qu’on obtienne en fait s alors on saura quelle
somme pondérée des entrées NET a fourni cette sortie s et quel NET il faudrait pour
obtenir d. Comme la fonction sigmoide est croissante monotone , on voit que I’on a
une idée bien plus précise sur la correction nécessaire a apporter a NET.
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f(NET)

» NET

Correctif a
L d apporter

______A_.»
I

Bien sir cela ne résoud pas pour I’instant le probléme de 1’apprentissage mais
I’on sent bien que I’on a progressé. Effectivement comme on le verra par la suite ¢’est
avec ce type de neurone que I’on a pu construire des réseaux de neurones et surtout
définir une méthode d’apprentissage pour ce type de réseau.
Nous allons donc dans la suite détailler un peu plus ces neurones a fonctions
d’activation sigmoide.

4.9.2.2 Quelques exemples de neurones a fonction d’activation
sigmoide

Nous allons présenter quelques exemples de fonctions d’activation sigmoide
utilisées couramment et leur intérét respectif.

« f(NET)=ax

avec k et a positifs

+a
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f(NET) = —

» NET

L’intérét majeur de cette fonction sigmoide particuliére vient du fait que I’on
a la relation suivante :

.

pp =/ WET)x (1= /(NET))

or comme f(NET) est la sortie du neurone, si je note cette sortie S

Alors '(NET)=Sx( 1-8)

Nous verrons que cette remarque facilitera le calcul, lors de I’apprentissage
d’un réseau multicouche composé de neurones de ce type puisque dans ce calcul nous
aurons a calculer la dérivée de la fonction d’activation pour un NET donné et que cela
s’obtiendra a partir de la sortie du neurone concerné.

4.9.2.3 Le perceptron multicouche et son fonctionnement

Nous allons considérer un réseau de neurones organisé en
couches successives construit avec des neurones du type suivant :

€1
/_ S
€2 —>

€.

Notons que I’on dispose d’un vecteur d’entrée envoyé sur chaque neurone de
la couche d’entrée, toutes les sorties de cette couche fournisssant I’entrée de la couche
suivante...jusqu'a la couche de sortie qui produit donc un vecteur de sortie. Cette
couche de sortie joue un role particulier dans I ‘apprentissage dans la mesure ou pour
un échantillon donné on connait la sortie désirée par contre pour les neurones des
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autres couches on ne peut pas connaitre la sortie désirée et pour cette raison ces
couches seront appelées les couches cachées du réseau.

el

cn

Couche
Couches cachées de

sortie

Comment fonctionne un tel réseau dit « Perceptron multicouche » ?

En fait chaque connexion (une entrée vers un neurone ou la sortie d’un
neurone vers ’entrée d’un autre neurone) marquée par une fléche sur ce schéma est
affectée d’un poids. De ce fait le calcul s’effectue séquentiellement a partir de
I’entrée soumise au réseau de la gauche vers la droite, chaque couche étant traitée
entiérement avant de passer a la suivante.

4.9.2.4 Apprentissage du perceptron multicouche

L’apprentissage d’un réseau de neurones consiste a configurer les poids de
toutes les connexions de fagon a ce que le réseau réponde correctement a la
présentation d’un ensemble d’échantillons.

Qu’est ce qu’un échantillon ?

C’est en fait I’ensemble constitué d’une entrée et de la sortie désirée
correspondante.

Ce qu’on veut apprendre au réseau de neurones est rassemblé dans un
ensemble d’échantillons. En supposant que le réseau de neurones fournit la réponse
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désirée pour chaque échantillon on dira que le réseau a appris. La suite d’opérations
consistant a arriver aux poids des connexions permettant une réponse correcte a toute
sollicitation d’un échantillon s’appelle 1’apprentissage.

Une fois que le réseau a appris ce qu’on voulait a partir des échantillons, le
réseau va pouvoir maintenant appliquer et généraliser en fait ce qu’il a appris.

A une entrée quelconque il fournira une réponse.

Si la sortie est par exemple un numéro de classe dans une classification, alors
chaque classe aura été définie par des échantillons et en généralisation le travail du
réseau de neurones sera de fournir un numéro de classe a une forme inconnue qui se
présente.

Quand considére t’on que la réponse pour un échantillon est correcte ? En fait
il s’agit de comparer le vecteur de sortie désiré et le vecteur de sortie obtenu.
Ceci est quantifié classiquement par I’erreur quadratique

E’ :i(‘gi _di)2
i=1

et on considérera donc que la réponse est correcte a un € prés

m
; 2 , \ ..
reponse correcte g Z (Sl» —d ,~) <¢ € étant a choisir

i=l1
Sortie
obtenue

mEes Sortie
désirée

sl d1

—»s2 d2

—®»sm dm

On voit ici que si la réponse n’est pas correcte pour un échantillon donné il
faudra corriger les poids des neurones de la couche cachée en utisant le fait qu’on
connait les m sorties désirées et les m sorties obtenues.

Mais pour les couches cachées on dispose des sorties mais pas des sorties
désirées qu’il faudra donc estimer.

La méthode d’estimation consistera a rétropropager les erreurs en sortie du
réseau vers la gauche pour permettre 1’évolution des poids de toutes les connexions.
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Il y aura donc en fait deux méthodes légérement différentes suivant que 1’on
traite des neurones de la couche de sortie ou des neurones des couches cachées.

Nous ne donnerons pas ici de démonstrations ou des justifications ¢élaborées de
la méthode d’apprentissage du perceptron multicouche mais simplement une
description détaillée permettant de concevoir aisément les algorithmes correspondants

4.9.2.4.1 Algorithme général d’apprentissage

Nous allons décrire ici 1’algorithme général puis dans les paragraphes suivants
nous passerons a la description en détail sur la méthode d’évolution des poids d’un
réseau sur présentation d’un échantillon.

TANTQUE

Condition arrét non satisfaite
FAIRE

Choisir un échantillon ;

Calculer sortie de réseau ;
Calculer I’erreur quadratique E* ;

SI
E*>¢
ALORS
Corriger les poids de la couche de sortie
Corriger les poids des couches cachées
FSI
FINTANT

e La condition d’arrét pouvant étre
le nombre d’itérations fixé est atteint
Ou bien
le réseau répond correctement a tous les échantillons

e Le choix d’un échantillon pouvant étre :
chaque échantillon chacun son tour en séquence
ou
tirage aléatoire d’un échantillon
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4.9.2.4.2 Apprentissage de la couche de sortie

Tout d’abord nous supposons que nous avons mis une entrée échantillon, que
nous avons calculé le vecteur de sortie, qu’on connait bien sir la sortie désirée et que
I’erreur quadratique n’est pas acceptable. On doit donc procéder a la modification des
poids des connexions et on commence donc par les neurones de la couche de sortie.

L’apprentissage de la couche de sortie va consister a calculer a partir des
erreurs en sortie une modificarion des poids des neurones de cette couche.

Nous allons choisir les notations sur le schéma suivant pour décrire la
méthode :

dl

d2

dm

Sp,J Couche K

Derniére couche cachée

Couche J

Pour chaque neurone i de la couche de sortie K on calcule un facteur de correction

Ok =S,k % (1 Sk )X (di - Si,K)

1

—-NET

cela n’est valide que si S (NE r ) =
l+e
car  f (NET)= f(NET)x(1- f(NET))
sinon 51‘,K - f(NETzK)X (di o Si,K)
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> Si,K

Couche K
Couche J

Si I’on note wj; k le poids de la connexion reliant la sortie j de la couche J au
neurone 1 de la couche de sortie K,

Alors on calcule le correctif a apporter a ce poids de la fagon suivante :

AWji,K =T X 51',1( XS

avec 1 >0  tauxd'apprentissage

et

Wix < W, + Awﬁ,K

Ce travail est réalisé pour i variantde 1 ametjde l ap

4.9.2.4.3 Apprentissage des couches cachées

L’étape de correction au niveau de la couche de sortie étant réalisée, on passe au
traitement de la derniére couche cachée.
Nous allons indiquer dans le schéma ci-dessous les notations utilisées puis
nous donnerons les formules a appliquer pour la correction des poids des neurones de
la couche cachée en cours.
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Sit

Wir,J

kil

Conche | p
Couche J

Pour mettre a jour le poids wi;; on calcule un facteur correctif qui ne peut
plus étre proportionnel a la différence entre une sortie désirée sur le neurone r de la
couche J et la sortie obtenue s;; puisque la sortie désirée n’existe pas! Cette
différence sera remplacée par une somme pondérée des dix , ces valeurs répercutant
les erreurs du niveau précédent que nous avons calculée a | “étape précédente.

La formule est la suivante en supposant toujours que 1’on utilise dans les

1

neurones , la sigmoide f (NE T ) = |+ o VT

m
5}’,] = Sr,J x (1 - Sr,J )X z qu,K x 5q,K
g=1

si on a une autre fonction sigmoide il faudra calculer :

0, = f'(NET;,J)X Zqu,[( X 5q,K
=

on calcule alors

AWir,J =nX 5r,J XS

puis

Wir,J < Wir,J + AM/,ir,J
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En remontant ainsi le réseau jusqu’a arriver aux entrées on aura mis a jour
toutes les connexions.
Il est clair que le temps de calcul pour I’apprentissage d’un réseau de
neurones sera en général énorme.

4.9.2.5 Choix d’un réseau en fonction du probléme a résoudre

Pour un probléme donné et nous prendrons un probléme de classification il
n’existe pas de régle généréle permettant de concevoir facilement son réseau de
neurones en fonction de la complexité du probléme a résoudre.

Bien sur, on congoit aisément qu’un réseau complexe puisse résoudre des
problémes complexes...mais comment choisir le bon nombre de couches et combien
faut-il prendre de neurones sur chaque couche ?

Voici une régle basée sur 1’expérience pour réaliser a 1’aide d’un perceptron
multicouches un classifieur pour n classes :
Il faut sur I’une des couches au moins E(n+n/2) neurones.

Sur le nombre de couches et le type d’hypersurfaces de séparation possibles
entre classes, nous pouvons donner les éléments subjectifs suivants basés sur

I’expérimentation :

e Réseau monocouche

Région de décision : hyperplan

Probleme du XOR :

classes imbriquées :

Forme des régions :

e Réseau a deux couches

Région de décision : régions convexes ouvertes ou fermées
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Probleme du XOR

classes imbriquées :

Forme des régions :

e Réseau a trois couches

Région de décision : région arbitraire limitée par le nombre de noeuds

Probleme du XOR

classes imbriquées :

118



Forme des régions :

4.9.3 Réseaux totalement interconnectés

Nous resterons ici dans la généralité et donnerons des éléments sommaires
d’information. Disons que dans ce type de réseau de neurones tous les neurones sont
interconnectés a la fagcon des neurones biologiques. Il y a bien sur des entrées qui
déclenchent une activation du neurone, mais a la différence des réseaux multicouches,
il n’y a pas un fonctionnement séquentiel. Les sorties de neurones deviennent des
entrées d’autres neurones et méme la sortie d’un neurone peut étre renvoyée en entrée
sur le méme neurone. Toutes les connexions sont pondérées.

Le fonctionnement d’un tel réseau est en général réalisé sur une base ou on fait
évoluer tous les neurones en méme temps jusqu'a convergence c’est a dire qu’aucun
neurone ne change plus d ‘état. Ce genre de réseau utilise bien sur des neurones qui
ont pour sortiec ACTIF ou NON ACTIF ( en général O ou 1).

La réponse du réseau est alors I’état d’activation atteint par tous les neurones
au lieu d’étre la sortie de la couche de sortie du perceptron multicouches.

C ‘est une approche analogue aux mémoires associatives.
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Ce type de réseau de neurones comme tout réseau de neurones doit pouvoir
subir un apprentissage. On dispose donc d’échantillons qui sont en fait des couples
«entrées et liste de neurones actifs ». L’apprentissage consiste a modifier les poids
des connexions jusqu'a obtenir la configuration désirée des neurones actifs.

Les poids initiaux d’un réseau n’ayant encore « rien appris » pourront par
exemple €tre choisis de facon aléatoire.

Un exemple de réseaux de ce type est donné par les réseaux de Hopfield que
nous verrons ultérieurement.

4.9.4 Reseaux a contrepropagation

Ces réseaux ont été congus par Hecht et Nielsen en 1987.

Leur temps d’apprentissage est réduit d’un facteur de 100 par rapport a un
perceptron multicouche classique mais sa conception est moins générale que celle
d’un réseau classique a rétropropagation du gradient.

4.9.4.1 Structure du réseau de contrepropagation

Ce réseau est compos¢ de deux couches de neurones connectés
séquentiellement.

La premiére couche est formée de neurones de « Kohonen » et la deuxiéme
couche est formée de neurones de grossberg. Ces neurones ne fonctionnent pas de la
méme fagon et leurs apprentissages sont différent.

Voici un exemple général de réseau de ce type :

Kl Vll Gl
Y1
Wll V12 ’
X1 Wi, Vi)
In
K2 G2
Y2
X2 —»
E an E
W
. N G
m2 . 2 p _» yp
¥ Winn Kn Vip Sorties
Couche de
Entrées
Couche de GROSSBERG
KOHONEN
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Chaque entrée xj est connectée a chaque neurone de Kohonen Ki avec un
poids ce Wiji.

Chaque neurone de Kohonen Ki est donc affecté d’un vecteur poids Wi avec
W, =W,, Wyjereoerraane.. W)

L’ensemble des poids de toutes les connexions de la couche de Kohonen peut
donc étre représentés par une matrice de n lignes et m colonnes

Wy Wy, ..M,
WZl W22 s W2n

W=+ . =W, o)
Vle m2 ct Wmn

De la méme fagon I’ensemble de tous les poids de la couche de Grossberg peut étre
représenté par une matrice de n lignes et p colonnes :

Vi Vo - o 1,
Ve Ve . . Vi,

V= = 7, v,
an I/112 c Vnp

Ce réseau de neurones comme tous les réseaux doit étre capable d’apprendre
par apprentissage puis ensuite d’étre utilisé en « généralisation ».

Si I’on regarde ce réseau comme devant résoudre des problémes rencontrés en
reconnaissance des formes et classification, nous pouvons dire qu’il est équivalent a
un algorithme de nuées dynamiques qui regrouperait des entrées par affinité et
donnerait une sortie (donc un label) sur la sortie de Grossberg. Mais ce réseau peut
résoudre bien des problémes différents. L apprentissage consistera bien siir comme
tout réseau de neurone, a mettre a jour les poids des connexions.

4.9.4.2 Fonctionnement du réseau en « geéneralisation »

On suppose donc que le réseau de neurone a déja subi son étape
d’apprentissage et que donc tous les poids des connexions sont figés.

Le fonctionnement de ce réseau est assez original, puisqu’en fait pour les
neurones de la couche de Kohonen, la réponse de chaque neurone dépend de
I’activation de tous les neurones de la couche. Le fonctionnement est séquentiel
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puisqu’on calcule d’abord les sorties des neurones de Kohonen puis les sorties des
neurones de grossberg

- calcul des sorties de la couche de Kohonen :
Le fonctionnement pour cette couche est qualifié de tout pour le

gagnant (« winner takes all »)
Considérons le neurone de Kohonen Kj et calculer son activation NET] :

m
NET, =W,; xx, +W,,; xx, +..... +ij><xm:Zle><xl.
i=1

Le neurone de Kohonen K; pour lequel I’activation est la plus grande aura sa
sortie égale a 1 et tous les autres neurones auront leur sortie a 0

donc
Si ona NET,>NETi pour tout i =l

Alors k=1 et k=0 pour touti =l

Notons ici qu’il existe des variantes du type « les premiers se partagent les
gains »

Voici un exemple qui considére que deux neurones de Kohonen se partagent

les gains : les deux neurones ayant les activations les plus elevées auront dans 1’ordre
les sorties 1 et 0.5 par exemple, les autres neurones ayant leur sortie a 0.

- calcul de la couche de Grossberg :
Le calcul de la couche de grossberg est plus « classique »

En fait chaque neurone de Grossberg produit une sortie qui est la somme
pondérée des entrées, sachant que ces entrées sont les sorties k; ks ... k, des neurones
de Kohonen.

Donc la sortie y; du neurone G;j est en fait égale a I’activation de ce neurone,
soit :

n
y; =NET, =)V, xk
i=1
et comme seul le neurone n° 1 produit une sortie a 1

le vecteur de sortie de la couche de Grossberg Y vaut :

Y1 Vi
) Vi,

Y = = etdonc Y=V,
Y, Y
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4.9.4.3 Apprentissage du reseau

L’apprentissage de ce type de réseau est original car il procéde en deux temps.

Premier temps :

On réalise I’apprentissage de la couche de Kohonen a I’aide d’un ensemble
d’échantillons qui ne sont en fait que des vecteurs d’entrée sans définir de sorties
attendues sur la couche de Grossberg.

Cet apprentissage consiste a ajuster les poids de la couche de Kohonen de
fagon que des vecteurs d’entrée voisins activent le méme neurone.

En fait a la fin de cette phase d’apprentissage on aura réalisé un travail de type
nuées dynamiques ou on regroupe des formes qui se ressemblent ( mais ici on ne
définit pas le nombre de classes a priori. Sur les n neurones de Kohonen seuls k
d’entre eux peuvent étre au moins une fois activés et dans ce cas k est le nombre de
classes trouvées.

Deuxiéme temps :

L’ensemble des échantillons de départ a donc été partagé en k paquets « plus
ou moins homogénes » et donc k neurones de la couche de Kohonen pourront au
moins une fois fournir une sortie a 1. L’apprentissage de la couche de Grossberg
consiste a définir le vecteur poids Vi correspondant qui sera la sortie définie pour ce
paquet ;

Si par exemple il s’agit du neurone K3 par exemple alors la sortie sera le
vecteur V3 qu’on pourra fixer.

On voit donc qu’avec ce type de réseau on peut faire des nuées dynamiques
mais sans avoir a fixer de facon atrbitraire le nombre de classes a trouver. Les classes
¢tant trouvées la couche de Grossberg permet de donner un « label » a chaque classe
trouvée.

4943.1 Apprentissage de la couche de Kohonen

Revenons sur le fonctionnement de la couche de Kohonen et voyons quelle
interprétation vectorielle on peut donner a la régle « tout pour le gagnant »
Rappelons que :

m
NET, =W, xx, +W,, xx, +..... +ijxxmzzmixxi
i=1

Et le neurone de Kohonen K; pour lequel I’activation est la plus grande aura
sa sortie égale a 1 et tous les autres neurones auront leur sortie a 0

Si on a NET,>NETi pour tout i =l
Alors k=1 et k=0 pour tout i =l

En fait NET; représente le produit scalaire du vecteur poids W; et du vecteur

d’entrée X. Pour fixer les idées supposons que ces vecteurs sont des vecteurs de R? et
représentons ces vecteurs graphiquement.
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NET, = W, x|\X| x cos(9)

En fait on peut interpréter ce produit scalaire comme une mesure de la
« ressemblance de X et de W» en terme de direction puisque ce produit scalaire est
d’autant plus élevé que 9 est proche de 0.

Lors de la phase d’apprentisssage on présente donc successivement les
diverses entrées (choix aléatoire ou pas) et on va modifier les poids du neurone
gagnant ( donc les composantes du vecteur W;j) de fagon a « rapprocher » le vecteur
poids de I’entrée qui I’a activé.

Seul donc le vecteur poids qui a été activé va étre modifié suivant la régle
suivante :

Wj (—WJ-‘FO!X(X_WJ-) avec O0<a <1

Q. étant un coefficient définissant classiquement le taux d'apprentissage
exemple o0 =0.5

A X

7 a x (X-W)
7’ /
7’

Exemples de valeurs pour o

Si on a beaucoup d’entrées, on peut choisir une valeur de o petite, on peut
aussi choisir des valeurs de o qui décroissent au cours des présentations des entrées.
D’autre part on peut décider de présenter chaque entrée plusieurs fois (bien sir pas les
unes derriére les autres) auquel cas on pourra prendre des o trés petits.
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Un probleme important dans cette technique d’apprentissage est celui de
I’initialisation des poids de la couche de Kohonen et ici il est en général conseillé
d’avoir une poliktique d’initialisation des poids liée aux entrées a traiter.

Voyons ce probléme sur un exemple ou les entrées sont les vecteurs
représentés en trait fin et ou on aurait quatre neurones sur la couche de Kohonen:

A

W1 W2

Wy

W3

On voit bien que les entrées peuvent étre divisées en deux groupes distincts et
pourtant il est clair que dans le cas de figure représenté seul le neurone K2 par
I’intermédiaire de son vecteur poids W2 va capter toutes les entrées et donc conclure
qu’il n’y a qu’un seul groupe homogéne pour les entrées.

11 est donc important que ce type de situation soit évitée.

Cela pourra étre réalisé par une heuristique d’initialisation des poids mais
aussi en modifiant la technique d’apprentisssage.

Quelques techniques d’initialisation des vecteurs poids :

e Prendre tous les vecteurs poids identiques par exemple

(ﬁ ﬁ .................... ﬁ]

puis réaliser 1’apprentissage avec des entrées modifiées qui au départ iront chercher
des vecteurs poids .
si une entrée est x1 x2 ......... Xm

alors I’entrée modifiée sera :

X ﬂ X ﬂ « 1__
(ﬂ X1+M B x2+m ................... B xm+Mj

On part avec 3 =1 puis petit a petit au cours de ’apprentissage on fait
tendre [ vers 1
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De cette fagcon on verra les vecteurs poids s’adapter aux
données en entrée.

Ajouter un bruit blanc gaussien aux entrées puis au cours de
I’apprentisssage diminuer petit a petit I’intensité de ce bruit.

On prend des vecteurs poids initiaux aléatoires et lors de
I’apprentissage au lieu d’ajuster les poids du seul neurone gagnant on
ajuste les poids de tous les neurones.

Un autre probléme important est celui de 1’ordre avec lequel on va présenter
les entrées. Puisque chaque entrtée présentée modifie un vecteur poids. Ici en général
on fera des tirages aléatoire sur ’ensemble des entrées , une entrée déja présentée
¢tant retirée du lot. Une autre possibilité est de décider de pouvoir tirer chaque entrée
non plus une fois mais n fois.

4.9.4.3.2 Apprentissage de la couche de Kohonen

Le principe consiste a modifier les poids des connexions reliant le neurone de
Kohonen gagnant (sortie ==1) a la couche de Grossberg.
Sachant que 1’on connait quel vecteur de sortie Y on désire suivant le neurone
de Kohonen qui est activé.
Si le neurone de Kohonen qui fournit 1 est le neurone K, alors I’apprentissage
qui est appliqué est le suivant :

Vvj=1.

avee

D Vy <V + Bxly, =7, )xk,

1

k; sortie du neurone de kohonen n° i fournissant 1
yj composante j du vecteur de sortie désiré sur Grossberg

Vi; poids connexion du neurone K; au neurone G;

Au départ B est proche de 0.1 par exemple puis on le diminue progressivement
au cours de I’apprentisssage.

4.9.4.4 Exemples d’applications

Nous donnerons deux exemples , un exemple en reconnaissance de formes

(classification
mathématique.

non supervisée) et un exemple en interpolation de fonction
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4.9.4.4.1 Contrepropagation et classification automatique

Un des exemples d’utilisation de ce réseau de neurones est de réaliser une sorte
de fonctionnnement en k-moyennes (nuéesz dynamiques : ISODATA1) ou le nombre
de classes k est en fait découvert automatiquement par le réseau. Ce réseau dans un
ensemble d’entrées va donc réaliser des regroupements en paquets (classes)
« homogénes ».

En fait on présente toutes les formes pour la phase d’apprentissage qui va
permettre que des neurones de la couche de Kohonen regrouperont chacun un paquet
d’entrées proches. En fait un vecetur poids sera « piégé» par chaque paquet
«homogéne.

L’intérét ici par rapport aux nuées dynamiques est que la méthode découvre
elle-méme le nombre de classes pourvu qu’on ait prévu au départ un nombre suffisant
de neurones de Kohonen.

La couche de Grossberg ne sert plus qu’a une chose c’est de donner un « label »
(sous forme d’un nombre) a chaque classe trouvée. De ce fait un seul neurone suffit
pour la couche de Grossberg, les poids étant par exemple : 1,2, 3, .....

Chaque neurone de la couche de Kohonen sortira un et un seul de ces
nombres, donc on est sir que chaque classe trouvée donnera un label (nombre)
différent.

4.9.4.4.2 Approximation de fonction mathématique

Soit 4 approximer une fonction réelle Y=F(X) et sa fonction inverse F', X
étant un vecteur de RY et supposons que I’on dispose d’exemples, c’est a dire de
couples (Y, X).

On dispose donc d’exemples (Y1,X1), (Y2,X2), «....... (Y, Xx)

On considére alors le réseau de Kohonen-Grossberg suivant :
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Ki Vi G \

> $1
W11 Vl2
(e, Wi, Vi,
In
K G S
2 2 > 2
€2
[] [] > X
X < 5 5
E an E
Wi :
. ” G |_pSm
- Vnp J
€m K,
\ W
_’s
Couche de m+1 m+1 Y
Y{em+1 KOHONEN
Sorties
Entrées Couche de
GROSSBERG

Iy am+1 entrées et m+1 sorties.

Pour ['apprentissage :

on procéde en présentant tous les exemples (X, Y;) de la fagon suivante :

D’abord En entrée X et e,+1=Y; et on désire en sortie X;, Y;
Puis en entrée X; et en+1=0 et en sortie on désire X;,Y;
Puis en entrée (00 ....0) et en1=Y; et en sortie on désire X;, Y

En fonctionnement en généralisation :

Si on donne en entrée un vecteur X et ey =0
on obtiendra Y approximation de F(X)
Si on donne en entrée un X= vecteur nul et un ep+1=Y
en sortie, on aura X qui sera une approximation de F(Y)
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4.10 EXERCICES

1) Décrire un neurone linéaire a seuil (sortie 0 ou 1) a entrées réelles et expliquer son fonctionnement.

2) Prouver que ce neurone est incapable de distinguer les deux classes suivantes:
- w1 définie par des entrées égales a (1,1) et (0,0)
- w2 définie par des entrées égales a (1,0) et (0,1)

expliquer pourquoi.

3) Proposer un réseau de neurones linéaires a seuil, capable de résoudre le probléme précédent de
séparation en deux classes. Commenter.

1) Proposer un neurone linéaire a seuil permettant de réaliser le ET logique de trois valeurs
booléennes (description des poids et du seuil), et un neurone linéaire a seuil donnant le
OU logique de deux valeurs booléennes (description des poids et du seuil).

2) Donner alors la représentation du réseaux de neurones permettant de calculer

2 3
A::), Aij valant 0 ou 1.
U(ﬂ jj ) Al

i=1 j=1

1) Décrire un neurone linéaire a seuil (sortie 0 ou 1) a entrées réelles et expliquer son fonctionnement.

2) Proposer un neurone linéaire a seuil, capable de résoudre le probléme de séparation des deux classes

suivantes définies dans R2 par les échantillons :
e classel : (-1,-1)
o classe2: (-1,1) (1,1) (1,-1)

Pour cela,
représenter graphiquement les formes dans R? et tracer une droite séparant linéairement les deux classes
donner son équation et en déduire le neurone capable de reconnaitre ces deux classes

1) Décrire un neurone linéaire a seuil (sortie 0 ou 1) a entrées réelles et expliquer son fonctionnement.
2) Prouver que ce neurone est incapable de distinguer les deux classes suivantes:
- wl définie par des entrées égales a (1,1) et (0,0)
- w2 définie par des entrées égales a (1,0) et (0,1)
expliquer pourquoi.
3) Proposer un réseau formé de neurones lin€aires a seuil, capable de résoudre le probléme de séparation des
deux classes suivantes définies dans R2 par les échantillons :
classe 1 : (-1,-1)
classe 2 : (-1,1) (1,1) (1,-1)

On veut utiliser un réseau de Kohonen Grossberg pour réaliser un classifieur supervisé.

On suppose disposer d'un certain nombre d'échantillons (vecteurs de RM) en vrac
représentant toutes les classes recherchées (en nombre k supposé inférieur a 6).
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1) Décrire le réseau que vous proposez
2) Expliquer les problémes posés par I'apprentissage
3) Décrire le fonctionnement du classifieur obtenu

1) proposer un neurone linéaire a seuil permettant de réaliser le ET logique de trois valeurs booléennes (
description des poids et du seuil) , et un neurone linéaire a seuil donnant le OU logique de deux valeurs
booléennes( description des poids et du seuil). Donner alors la représentation du réseaux de neurones

2 3
permettant de calculer U (ﬂ Al] )

i=1 j=1
2) Définir ce qu’est un perceptron multicouches et comment I’utiliser en reconnaissance des formes. Détailler
la méthode d’apprentissage (donner si possible une formulation détaillée sur un exemple)

Comment utiliser un réseau de Kohonen-Grossberg pour faire de la classification supervisée (
¢échantillons de chacune des classes fournis).
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S METHODES STRUCTURELLES EN
RECONNAISSANCE DES FORMES

Avant de passer aux approches structurelles en reconnaissance des formes nous
allons étudier rapidement les bases fondamentales de ces approches.

S.1 LANGAGES ET GRAMMAIRES

5.1.1 Quelques définitions

5.1.1.1 Langages
Soit X un alphabet, par exemple X= {A,B,C,.....,X,Y,Z,a,b,c,de....y,z}
Alors on note X* 1’ensemble des mots qu’on peut écrire avec X
Un langage L est un sous ensemble de X*
Exemples de langages :
L={ x € X*/ nombre de lettres de x est pair}
L= { a,aa,aaa, .....a" pour n>0....}

L=0

5.1.1.2 Produit de deux langages
Soient L; et L, deux langages définis sur deux alphabets quelconques X; et X

Alors le produit de L; et L, est défini sur I’alphabet X; U X, par

LiL={xy/xeLletye L2}
Exemple :
Li={a,abc} et L,={bcd,d}
alors

L,L, = { abcd, ad, abcbcd, abed}
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5.1.1.3 Fermeture d’un langage

La fermeture d’un langage L , notée L" est définie de la fagon suivante:

L=Ur avec L°={A} A estle mot vide

n>0

et L"=LL™' pourn>=1
5.1.1.4 Grammaire et langage génére

Une grammaire permet de représenter des langages infinis ( @ nombre infini de
mots) par un nombre fini de symboles et de régles.

On peut définir une grammaire de la fagon suivante
G=(X,V,S,P)

Avec

X : alphabet terminal ( les “lettres™)

V : alphabet auxiliaire ( ou non terminal )

S : ¢lément particulier de V appelé axiome permettant comme
son nom I’indique le démarrage de la génération de mots

P : ensemble de régles de production qui permettront le
déroulement du processus de génération de mots

Définissons une régle de production :

Une régle de production peut étre définie par le passage d’une chaine o non vide
formée de lettres de 1’alphabet terminal et d’¢léments de 1’alphabet auxiliaire a une
nouvelle chaine B du méme type pouvant étre vide.

a —> f

avee ac(VuX)xVx(VuXx)
o BelVux)

Cela signifie que a et B sont des chaines formées en concarténant un nombre
quelconque d’¢lément de V ou X mais o contient au moins une lettre de 1’alphabet et
B peut étre le mot vide.

Utilisation d’une régle de production :
Soit ac(VuX)xVx(Vux)
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Alors on dit qu’on peut reécrire a en b par la régle de production ¢ — S
Si a=ajaaetqueb=a,f a,

on écrit alors que @ = b

Une régle de production permet donc de transformer une chaine de

(V UX )* xV x (V U X )* en une nouvelle chaine (qui peut éventuellement étre
vide).

Décrivons maintenant le processus génératif associé a la grammaire G :

On part de ’axiome S qui peut étre considéré comme une régle de production
particuliére permettant d’initialiser le processus des reécritures successives puis par
application successives de régles de production ¢€ligibles on procéde a des reécritures
successives a; ay ......

Si a, n’est composé¢ que de symboles du vocabulaire terminal (alphabet X)
alors on ne peut plus faire de reécritures et a, est donc un des mots générés par la
grammaire G.

L’ensemble des mots qui peuvent étre générés par la grammaire forme
le langage généré par G que nous noterons L(G).

Exemples de grammaires et langages générés correspondants :

e Exemple 1 :
Grammaire G; X={a,b}

V={S,A}
S —aS

pe S — bA
bA — bbA
A—a

S axiome

Exemple de reécritures :
S = aS = aaS = aabA = aabbA = aabbbA = aabbba
et donc aabbba € L(G))

en fait on voit que

L(Gy) ={ a"b™a avec n>=0 et m>=1}

133



Notons qu’on peut donner une forme trés simplifiée de la grammaire Gl
résumant toute la définition de la grammaire.

Grammaire G,
S — aSlp4

bA — bbA
A—a

e Exemple2:

Donnons directement la grammaire G2 sous sa forme simplifiée

Grammaire G,

S — aSBA|abA
AB — BA

bB — bb

bA — bc

cA — cc

aB — ab

Exemple de reécritures:
S = aSBA = aabABA = aabBAA = aabbAA = aabbAA = aabbcA = aabbcc

et on remarque que

L(G;) ={ a"b"c" avecn>=1}

Application :

Si aest €— best/' et c est \

Et supposons que tous ces vecteurs sont de longueur 1

Alors L(G») est ’ensemble des triangles équilatéraux /\4\

a une base horizontale et de coté de longueur un entier
positif quelconque. { <
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5.2 GRAMMAIRES REGULIERES ET
AUTOMATES FINIS

5.2.1 Grammaire réguliére

Une grammaire réguliére est une grammaire dont les régles de production ne peuvent
prendre que deux formes tres simples :

A—>aB avec AetBelV

ou A—>a avec aeclX

exemple :

Grammaire Gg
{S — aS|p4

A— bAa

alorson a,

L(Gr) ={ a"b™a avec n>=0 et m>=1}

Nous allons maintenant donner la définition d’un automate fini et voir que
toute grammaire réguliére peut étre reprtésentée par un automate fini et vice versa.

5.2.2 Automate fini

Un automate fini A est défini par le formalisme suivant:

A=(X9Q’69q09Q,)

avec X : alphabet terminal
Q : ensemble fini d’états
q0 € Q : état initial
Q’ < Q : ensemble des états finals
0 : une application de I’ensemble Q.X dans Q
appelée fonction de transition
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Voici par exemple une représentation graphique de I’automate fini qui correspond a la
grammaire réguliére Gr vue précedemment.

Etat initial

Etat final
+

Le langage généré par ’automate A L(A) est identique au langage généré par
la grammaire réguliére L(Ggr)

On remarque que,
e [’état initial qo et ses transitions correspond a I’axiome S

e Les états finals et leurs transitions correspondent aux régles qui
produisent une lettre de V

e Les ¢états intermédiaires et leurs régles de transition correspondent aux
autres régles de production ;

Dans le cas présent

qo et ses deux transitions corresponda S — aS |bA

q et ses deux transitions corresponda 4 —> bA|a

larégle A4—>a permettant ici d’atteindre un état final.

Remargue :
La fonction de transition 8 qui est une application de I’ensemble Q.X dans Q n’est
pas totalement définie dans notre exemple.

En effet cette application peut se formaliser de la fagon suivante
q;, = 5(q1"ak) v‘]jaqz‘ €Qet Va, e X

Or dans notre automate on voit que 1’application & n’est pas totalement définie
puisqu’on ne définit pas les valeurs suivantes :

5(q2,a) et 5(q2,b)

136



Cela généré deux états qui ne peuvent étre des états finals . Ces deux états
seront des états « poubelles » que nous noterons par exemple g3 et qa.

Ces nouveaux états se rajoutent a I’ensemble Q et on doit donc & nouveau
compléter I’application d en ajoutant :

q; :5(%:“) et g, :§(Q3>b)
q4 :5(Q4aa) et Q4 :5(Q4’b)

On obtient alors ce qu’on appelle un auttomate fini complet ou toutes les transitions
sont définies. Dés qu’on tombe sur un état final on a défini un mot du langage mais si
on tombe dans un état « poubelle » on n’en sortira plus.

Voici la représentation graphique de cet automate :

Etat initial

Etat final

5.3 FORMES ET MOTS, DECISION ET
GRAMMAIRES REGULIERES

Jusqu’a maintenant nous n’avons travaillé qu’avec des formezs qui étaient
dféfinies par un vecteur de valeurs, mais comme nous I’avons vu des formes peuvent
étre définies comme des mots d’un langage ( par exemple ’ensemble des triangles
¢quilatéraux a base horizontale et de coté de longueur un entier positif quelconque).

En fait nous traitons ici maintenaht des formes au sens de la morphologie.

Un exemple concret est le codage de frontiéres de régions connexes en
traitement d’images par codage de Freeman (voir cours de traitement d’images
numériques). Les lettres de 1’alphabet etant tous les vecteurs ¢lementaires définis par
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les composantes suivantes (0,1),(1,1),(0,1),(-1,1),(-1,0),(-1,-1),(0,-1), le contour
d’une région connexe est alorsle « mot » écrit avec une suite de ces vecteurs.

Des formes qui se ressemblent et qu’on considérera comme appartenant a la
meéme classe sont en fait un ensemble de mots écrits avec un alphabet particulier. Si
I’on peut considérer I’ensemble des mots de cette classe comme un langage généré
par une grammaire G, alors G sera la caractérisation de cette classe particuliére.

On aura alors la correspondance suivante :

classe C, de formes < L(G,)

et donc C, & L(G))

Une grammaire génére une classe et un mot inconnu ne pourra étre considéré
comme de la méme classe que si c’est un mot généré par cette grammaire.

Dans ce formalisme n classes différentes seront donc en fait n langages L(G)),
L(Gy), ....L(Gy) générés par les grammaires Gi, Gy, ... Gy
On en déduit que la caractérisation d’une classe est alors une
grammaire !!

Idéalement si chaque classe est définie par une grammaire connue et si une
forme inconnue arrive et que I’on veut savoir a quelle classe I’affecter alors on va
regarder quelle grammaire peut générer cette forme , on pourra alors décider a quelle
classe elle sera affectée.

Formalisons ce probléme de décision et voyons les problémes posés ;

On suppose qu’on a n classes Cy, C,, ... C, exhaustives ou non,
générées par n grammaires G, Ga, ....Gy

soit un mot x inconnu a classer dans une des classes

On regarde pour chaque grammaire G; si x peut étre engendré soit si x € L(G;)
Il s’agit 1a d’un probléme d’analyse syntaxique.
¢ Sion a aucune solution alors x n’appartient a aucune des classes
définies
e Sion a une réponse alors x est mis dans la classe correspondante
e Sion a plus de une réponse positive alors il y a indécision
(recouvrement de classes)

Quels sont les problémes posés par cette approche :

Si les classes sont exhaustives et que x n’est généré par aucune grammaire, on doit
alors chercher a estimer le degré de ressemblance du mot avec chaque langage L(G;j)
Pour lui affecter une classe.

Si x peut €tre généré par plusieurs grammaires il est alors probable que les langages
générés par les grammaires correspondantes ont trop d’intersections, c’est a dire que
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chacune de ces grammaires n’est pas assez restrictive. Il est alors peut étre possible de
revoir le processus qui a généré ces grammaires (lors d’un apprentissage)

Le probléme de savoir si un mot appartient a un langage généré par une

grammaire est un probléme d’analyse syntaxique. Nous abordons ce probléme dans la
suite dans le cas particulier des grammaires réguliéres et donc des automates finis.

5.3.1 Analyse syntaxique et grammaires réguliéres

Nous allons traiter ce probléme avec ’automate fini correspondant a la
grammaire réguliére. Notre probléme est donc le suivant :

Soit x € X* et soit un automate A
Comment décider si x est un mot de L(A)

Notons x = ajas...... a, avec a;e X
Et soit ’automate A =(X,Q,0,(qy,Q’)

On suposera que cet automate A est complétement spécifié avec ses états
poubelles

L’algorithme d’analyse syntaxique est alors tout simplement le suivant :

DEBUT
POUR i=0 A n-1 FAIRE

Qi+1=9(qi-1,2i+1)
FINPOUR

N |

qn € Q°

ALORS

x € L(A)
SINON

x ¢ L(A)
FINSI

FIN
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Si ’automate n’est pas complétement spécifié alors I’algorithme pourrait
s’écrire de la facon suivante :

DEBUT
POUR i=0 A n-1 FAIRE
SI
0(qi-1,ai+1) n’existe pas
ALORS
X ¢ L(A) ; sortir
SINON
Qi+1=9(qi-1,2i+1)
SI
(i==(n-1)) et (g1 € Q"))
ALORS
X e L(A)
SINON
X ¢ L(A)
FINSI
FINSI
FINPOUR
FIN

Maintenant si pour un x donné on trouve qu’il ne fait pas partie des mots
générés par I’automate A , nous allons essayer de voir si en modifiant le mot x par
suppression, ou ajouts ou substitutions de lettres on peut arriver a trouver un mot qui
pourrait étre généré par A. La complexité plus ou moins importante des modifications
donnera une « distance » de x a L(A).

5.3.2 Distance d’un mot a un langage régulier

Nous allons chercher le nombre minimal de transformations a faire subir a un
mot x pour qu’il devienne un mot de L(A) et ces transformations fourniront un critére
de ressemblance du mot avec le langage L(A).

Nous ne décrirons qu’un algorithme de ce type :

Algorithme de Wagner :

Cet algorithme consiste a calculer une distance d’un mot x a un langage L(A)
en s’appuyant sur les transformations necessaires pour passer de x a un mot de L(A).
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Cette distance s’exprime donc en un nombre minimal d’opérations a faire
subir a un mot x (insertion, substitution, ¢limination de lettre) pour arriver a un mot
généré par I’automate et de ce fait pour atteindre un état final de I’automate.

Nous noterons S T ou R un des états de I’automate A , en supposant que ces
¢tats sont qo q1 Q2....qm €t On supposera que qop est 1’état initial.

Soitle mot x =aja; .....a, avec a; € X

Définissons :

F(,S) j=1....n nombre minimum d’opérations transformant a;a,...a; en
un mot qui serait généré par chemin dans 1’automate
allant de I’etat initial a I’état S

V(T,S,a;) colt pour transformer aj en unje chaine générée par un
chemin de I’état T a I’état S

Alors on a

F(},8)=min{F(j-1,7)+¥(7,5,a, )}

Voyons maintenant comment évaluer V(T,S,a;)

Soit,
P(T.S) longueur d’un des plus courts chemins (en nombre
d’arcs) entre T et S
et
L(T,S,a) valant 1 si la lettre a appartient a [’un des
ces chemins sinon valant 0
alors
SI
(T==9)
ALORS
V(T,S,a)=1
SINON
V(T,S,a) = P(T,S)—L(T,S,a)
FINSI
Enfin

Si Q’ représente I’ensemble des états finals

Alors
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d(x, L(4)) = min{F (. S)}

Prenons un exemple :

Et soit le mot x = aaa

Quelle la distance de x a L(A) ?

Sous mot F(j,q0) FG,q1) F(,92) F(j,q3) F(j,q4)

=1 a 1 0 1 1
J=2 aa 1 ]
j=3 aaa 3 2 3 1 1

Et donc d(x,L(A)) =1
5.3.3 Apprentissage : inférence grammaticale

Maintenant nous allons supposer que les formes que 1’on gére sont en fait des
mots d’un langage particulier et nous supposons que les classes sont en fait définies
par des échantillons ( et donc des mots « échantillons »).

Chaque classe est donc définie par un petit paquet de mots. C’est a partir de ce
paquet de mots qu’il faut trouver une technique de discrimination. Ici il s’agit de
découvrir quelle est la grammaire réguliére ( ou I’automate fini, c’est la méme chose)
qui généré la classe des échantillons.

Notons I I’ensemble des échantillons définissant une classe alors il faut
trouver I’automate ou la grammaire qui génére ces mots.
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Il y a bien sir une infinité de solutions

Notamment on peut choisir la grammaire générant X* , c’est a dire tous Imes
mots sur I’alphabet terminal X. Cela inclut bien sir les échantillons de I ....mais cela
ne sera pas du tout discriminant par rapport aux autres classes.

+ @ X Vx e X

et c’est la tout le probléme...comment trouver un automate pour une classe de
facon a ce que le langage généré se recoupe le moins possible avec ceux des autres
classes.

Une possibilit¢ (mais pas la meilleure c’est évident) est de choisir la
grammaire canonique maximale qui ne généré que les échan,tillons de 1.

Voyons cela sur un exemple :

Soit I= {a, bc, abc, ababc}
A lors la grammaire canonique maximale GCN(I) serait représentée par

I’automate suivant :
(o ‘
C
On peut bien slr + b
Aussi rajouter des transitions portant

sur toutes les lettres de X . C +
I1'y a donc une infinité de solutions

au niveau des grammaires

RO
C
L@

Pour éviter cette infinité de solutions par ajout de transitions sans grand intérét
on va imposer une condition sur I’ensemble I des échantillons , c’est que cet ensemble
d’échantillons soit complet par rapport a la grammaire G =(X,V,P,S)
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Un ensemble d’échantillons 1 est complet par rapport a la
grammaire G =(X,V,P,S) si et seulement si

1. T cL(G)

2. T’alphabet d’écriture de I est X

3. Toutes les régles de P sont utilisées au moins
une fois dans une génération des mots de |

Le probléme de I’inférence grammaticale se pose alors maintenant comme suit :

Pour un ensemble I d’échantillons définissant une classe il faut trouver la
grammaire réguliére G telle que,

1. I cL(G)
2. I est complet par rapport a G

exemple algorithme d’inférence réguliére :

L’algorithme u viw:

Le principe de cet algorithme est de rechercher dans 1’ensemble de mots
¢chantillons I , des traces de régles récursivces caractéristiques de la grammaire qui a
engendré cet ensemble.

Nous allons expliquer cet algorithme sur la base d’un exemple concret :

X, = aabaaababcabc
Soit [ =4x, =abcabaabcbc
X; = aaaaabc

Etape 1 « recherche des répétitions »

X, = (a)’baaababcabc
X, = aab(a)’babcabc
X, = aabaa(ab)’cabc
X, = aabaaab(abc)’
X» = abcab(a)’bebe
X, = abcabaa(bc)
x3=(a)’bc

Les régles récursives éligibles sont donc celles qui concernent a, ab, abc, be

On choisit évidemment ici la régle recursive sur a puisque c’est celle qui est la
plus fréquente

En considérant que z est n’importe quel mot non vide composé de séquence
de la lettre a, c’est a dire z € {a}"
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L’ensemble I des échantillons peut alors étre reécrit en :

x, = zbzbzbczbc
I =<x, = zbczbzbcbc

x; = zbc

Etape 2 « recherche des répétitions »

X; = (zb)’czbe
x| = zbzb(zbc)®
X» = zbc(zb) cbe
X» = zbczbz(bc)?

Les régles récursives éligibles sont donc celles qui concernent zb, zbc,bc
On choisit bien sir zb

On peut donc reécrire I’ensemble I pour y € {zb}"

X, = yeyc
I =<x, =ycycbc
X, =yc

Etape 3 « recherche des répétitions »

x1 = (yc)’
Xy = (yc)zbc
X3 =YC

Une seule régle recursive eligible: yc

On peut donc reécrire I’ensemble I pour xe {ye}”

X1 =X
X, = xbc
X3 =X

Il est alors evident qu’on peut terminer en considérant
x}' et {x}'bc
On peut en déduire I’expression réguliére inférée permettant de représentant

sous une forme simplifiée I’ensemble des mots et donc le langage obtenu a parti des
échantillons de I, on en déduira la forme de I’automate fini associé.

x + X'be
soit (yo)" + (yc)'be
soit ((zb)¢)" + ((zb)'¢)'be
soit ((ab)’c¢)" + ((a'b)’c)'be
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Expression réguliére inférée : ((a+b)+c)+ + ((a+b)+c)+bc

Automate fini associé :

Cette méthode est bien adaptée aux formes (mots) qui ont des structures répétitives.

5.4 GRAMMAIRES ET AUTOMATES FINIS
STOCHASTIQUES

Certains mots dans une classe peuvent étre plus probables que d’autres, ou
bien certains types de mots peuvent étre plus courants...On peut aussi considérer que
si un mot donné peut étre généré par plusieurs grammaires, il peut se produire qu’une
grammaire soit plus plausible que d’autres pour générer ce mot.

Supposons donc avoir n classes de mots définies par n grammaires
génératrices Gy, G; ...Gy.
En raisonnant dans le cadre d’une approche bayesienne et pour un mot
X inconnu a classer , on devra donc étre capable de calculer P(G;/ x) Vi.
P(G; / x) est la probabilité que G;j soit la grammaire qui génére x.

La décision s’obtiendra donc ainsi x € classe Ci/ P(G;/x)>P(Gj/ x) Vi!=]

Pour appliquer cette décision bayésienne, il faut que les classes soient exhaustives et il
faut connaitre

P(G;)) Vi probabilité a priori de la classe Ci
P(x/G;) Vi probabilité que x soit engendré par Gi

P(x) = Zn:P(x/ G,)x P(G,) probabilité du mot x

i=1
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5.4.1 Grammaires stochastiques

Nous ne donnerons ici que quelques définitions de base permettant de
comprendre cette approche.

Nous nous placerons dans le cas de figure simplificateur ou la probabilité
d’application d’une régle de production de la grammaire est indépendante de la

séquence de régles appliquées précedemment.

Par rapport a une définition classique d’une grammaire voici la définition
qu’on peut avoir pour une grammaire stochastique Gi:

G=(X,V,S8,P)

X : alphabet terminal ( les “lettres™)

V : alphabet auxiliaire ( ou non terminal )

e S: ¢lément particulier de V appelé axiome permettant comme
son nom I’indique le démarrage de la génération de mots

e P: ensemble de régles de production qui permettront le

déroulement du processus de génération de mots

Mais une régle de production peut étre définie par le passage d’une chaine a non vide
formée de lettres de 1’alphabet terminal et d’éléments de 1’alphabet auxiliaire a une
nouvelle chaine B du méme type pouvant étre vide. Cette régle ayant une probabilité p
de se produire

p
a —> p

avee ac(VUX)xVx({VuXx)
o pBe(Vux)

Une telle grammaire stochastique peut en plus étre réguliére si et seulement si on a :

avec o€V
et peXVoualX

Détaillons comment on peut procéder au calcul de P(x/Gsg) :

Soit donc x un mot généré par la grammaire G a la suite de I’application des
régles de production P; P, .... P, et supposons que ces régles ont des probabilités p;

p2 cee pm

Notons Q(x) = H Pi
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Si on a une grammaire ambigué , cela signifie qu’il y a plusieurs possibilités pour
générer X (et chaque possibilité fournit évidemment une valeur q;(x) )

S’il y a nx possibilités au total alors on a :

x/G) qu

Si on a une grammaire non ambigué alors

p(x/G,)=q(x)

54.1.1 Quelques compléments sur les grammaires
stochastiques

Nous allons donner ici quelques définitions complétant les éléments déja
donnés sur les grammaires stochastiques :

Grammaire caractéristique d’une grammaire stochastique G

C’est en fait la grammaire G en enlevant les probabilités affectées aux régles
de production.

Définition du langage stochastique généré par G, :

L(Gs) = { (x,p(x) )/ x € L(G)}

Définition d’une grammaire stochastique propre :

Si la somme des « probabilités » associées aux régles ayant méme partie
gauche est égale a 1

Définition d’une grammaire stochastique consistante :

Zp

xeL

Exemple :
Gs=(V,X,P,S)
P
X={a,b}  V={S} p:|Sash
S—ab

L(Gy)={ (@"b", p"'(1-p) )/ x € L(G) et n >=1}
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On remarque que Gs est non ambigué et consistante

N
car  limY.p"'(1-p)=1

n—+wo p=1

5.4.2 Automates finis stochastiques

Un automate fini stochastique correspondant a une grammaire réguliére stochastique
est défini de la fagon suivante :

As=(X,Q,M9H0aF)

Avec X : alphabet terminal
Q : ensemble de n états q1, q2, ... , qn
M : application de X dans I’ensemble
des {matrices stochastiques n x n }
ITp: vecteur ligne de dimension n représentant
la distribution initiale (c’est a dire les états initiaux)

IIr : vectur colonne reprsentant I’ ensemble des états
finals

Une matrice stochastique est une matrice carrée dont tous les éléments sont
positifs ou nuls et telle que la somme des éléments de chaque ligne vaut 1.

En fait une transition de qi a qj a I’aide de la letttre a par exemple aura une

probabilit¢ Mijj (a). Cette probabilité est I’élément ligne i1 colonne j de la matrice
stochastique M(a).

a
a Proba : Mij(a)
On peut étendre la définition de M a X~ de la fagon suivante :

Siay, ay, ..., a, sont des lettres de X alors pour a;a;....a, € X" on définit
M(a;a;....a, ) = M(a;) x M(ay) x .....xM(a,)

0 0 ... 0
01 0 ... 0
Pour le mot vide A de X on définit M (1)=1, = 00 1 ... 0
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Le langage stochastique généré est alors défini par :
L(AS)= {(x,p(x))/x eX et p(x)z IT, xM(x)x I, = O}

exemple :

Asz(XaQaMal_IOsHF)

Avec X : {a,b}
Q : ensemble de 6 états qq, q2, ... , Q6
II: (10000 0)
Mr:(000010)

000 0 0 01 0 0 0 0
000 0505 0 00505 0 0 0
M@)=|® 0005 0 05 0 100 10 00
000 0 0 |1 0 0 0 05 050
000 0 0 |1 00 0 0 1 0
000 0 0 1] 0 0 0 0 0 1

L’automate stochastique complet correspondant est le suivant :

(0.5)
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Les mots générés sont les suivants :
x =b™ab" avec m >0 et n>0
avec p(x)=0.5+0.5"-0.5"
Le langage généré est donc

L(As) = { (x=b™ab", p(x) ) / m >0 et n>0 }

5.5 METHODES STRUCTURELLES POUR
LA RECONNAISSANCE DES FORMES

5.5.1 Généralités

Nous allons aborder ce probléme par un exemple :
Supposons que nous voulons distinguer les deux classes de formes suivantes :
Classe des triangles équilatéraux et classe des carrés.

Ces formes ayant une base horizontale , une taille quelconque et une
position quelconque dans le plan.

VAN

Si ’on décide de choisir une approche bayésienne classique alors il faut

définir n mesures ( par exemple surface/périmétre, surface.... ) et dans ce cas chaque
forme sera un vecteur de R" et on peut alors appliquer les diverses approches vues au
début de ce cours.

On peut aussi choisir une approche « structurelle » basée sur une description
de la forme des objets traités. Ainsi ici notre triangle particulier pourrait “tre décrit

par :

« Un segment horizontal de longueur 1 suivi (sens trigonométrique direct)
d’un segment oblique montant de longueur 1, suivi d’un segment oblique

descendant de longueur 1 qui rejoint le segment initial »
Dans cette représentation on considére :
e Un ensemble de formes élémentaires (primitives)
Ici : nos divers segments

e Une description de I’assemblage de ces primitives
Ici : la suite ordonnée de segments
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Dans notre espace de représentation une forme sera décrite par une suite de
segments relevés le long du contour de I’objet considéré, I’ordre pour ces segments
¢tant fondamental.

Dans le cadre de cette approche structurelle nous serons confrontés aux
problémes habituels en reconnaissance des formes.

Si la classification est supervisée chaque classe est définie par un
ensemble d’échantillons et donc de mots et il y aura donc une phase d’apprentissage
(permettant d’obtenir un automate régulier par exemple). Puis pour une forme
inconnue ( un mot x) il faut décider si la forme appartient ou non a Ima classe ( par
exemple verifier si le mot peut étre généré par 1’automate trouvé lors de la phase
d’apprentissage).

L’approche apprentissage donnant une grammaire générant un langage est en
fait trés sensible au « bruit » ( par exemple une lettre remplacée par une autre) lors de
la phase de décision.

Nous n’allons donc pas approfondir plus cette voie mais nous allons plutot
nous orienter vers des mesures de ressemblance entre formes pour la décision.

5.5.2 Ressemblance entre mots

Nous partons donc du point de vue qu'une forme est représentée par une suite
de symboles qu’on peut considérer comme les lettres d’un alphabet terminal. Une
forme est donc considérée comme un mot écrit avec un alphabet particulier.

Nous allons alors aborder la phase de décision de classification a I’aide d’une
mesure de ressemblance entre mots écrits sur le méme alphabet.

Alphabet : nombre fini de composants ¢lémentaires (lettres)
Mot x : suite ordonnée de lettres
Le mot vide est noté A
|x| nombre de lettres de x
X" ensemnble des mots possibles dont A
X" ensemble des mots non vides
Concatenation X=XX3....Xp et y=y1Y2....Ym
Xy = X1X2....Xa Y1¥2..-.¥m
Sousmot:y € X" estunsous motdex € X'
SsiJuetv e X /x==uyv (u:préfixe, v suffixe)

Exemple :

Représentation d’un contour par codage de Freeman dans une image

Un contour d’objet va étre caractérisé par une suite de vecteurs élémentaires
appelés codes de Freeman
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Codage de Freeman :

Forme dans une image :

L’objet est ici codé x = 11070121 dans I’alphabet { 0,1,2,3,4,5,6,7}

Si une classe d’objets est représentée par un ensemble d’échantillons , nptre
méthode va consister pour une forme inconnue x a mesurer sa ressemblance avec
I’ensemble d’échantillons et donc il faut étre capable de mesurer la ressemblance ou
la distance entre x et un objet quelconque.

Cette ressemblance estime donc la « distance » entre deux chaines.
Un premier aspect simple peut étre de chercher si une chaine est sous chaine
d’une autre, nous verrons d’abord ce probléme classique en édition de textes

Puis nous estimerons la distance entre deux chaines en estimant la quantité de
transformations a faire subir a une chaine pour atteindre I’autre
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5.5.2.1 Inclusion de chaines

Soient deux chaines écrites avec le méme alphabet,
y de longueur 1 et x de longueur n
comment savoir si y est inclus dans x.

Nous allons donner sommairement sur un exemple la description d’un
algorithme classique, celui de Morris et Pratt :

Soit x = abaabaabb........
et y =baabb........

5.5.2.2 Distance entre chaines

L’idée est d’estimer la distance entre deux chaines en prenant en compte les
opérations ( substitution, suppression,ajout) pour passer d’une chaine a I’autre.
Chacune de ces opérations peut étre définie par un cofit. La distance est en fait le colt
de la suite d’opération de colit minimum pour passer d’une chaine a 1’autre.

Si I’on note A le mot vide alors,

Opérations élémentaires colit
Substitution a — b C(a,b)
Insertion A —>a C(\a)
Destruction a —> A C(a,Lh)

Exemple de chemin ( non minimal) passant de ab a bac :

ab—>| A-—>c¢ b—>A c—>b A—>c |- bac

cab ca ba bac

Le cott de ces transformations est donc : C(A,¢)+ C(b,A)+ C(¢,b)+ C(A,c)
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La distance entre chaines que nous venons de suggérer est en fait une distance
d’ « édition » dite de Levenstein

DyL(x,y) : cott de la suite d’opérations la moins coliteuse permettant de passer
deu mot x au mot y.

La condition imposée sur la fonction de colt est que C( , ) soit une distance,
car si a et b sont des lettres alors DL(a,b) = C(a,b).

On doit donc avoir, si a b, ¢ sont des lettres

C(a,b) == C(b,a)
C(a,a)= =
C(a,b)+C(b,c) >= C(a,c)

Défintion d’'une TRACE:

Le passage d’un mot a un autre peut étre représenté par une trace qui
matérialise toutes les opérations réalisées.
Voici un exemple :

X=A] A2 A3 tiieiiiiiiinterneteaaaas an
y—bl bz .................. bm-l bm

Les lettres reliées correspondent a des substitutions
Les lettres non reliées correspondent a des suppressions ou des ajouts

TRACE: (a, > b)) (a, > 1) (ay > b,) ooe...... (a, >b,,) (A—>b,)

La distance entre deux mots est aussi donc le colt d’une trace de cotit minimal.

5.5.2.2.1 Algorithme de calcul de la distance de Levenstein

Soient X = 212223 ceeeeenes a,

et Y= b]bz ............ bm_1 bm
et notons x(i) = a;a; ...q;

et D(i,j) = DL(x(1),y(j))

D(i-1,j-1)+Cla;,b,)
D(i, j)=min{ D(i -1, j)+ C(a,, 1)
D(i,j-1)+C(2,b,)

alors,
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finalement,

DL(x,y) =D(n,m)

ALGORITHME de CALCUL :

DEBUT
D(0,0)=0;

POUR i=1 a n
D(1,0) = D(i-1,0)+C(ai,A);
FINPOUR

POUR j=1 a4 m
D(0,)) = D(0,j-1)+C(A,by);
FINPOUR

POUR i=1 a n

POUR j=1 a m
M, = D(i-l,j-l)+C(ai,bj);
M, = D(i-1,j)+C(ai,A);
M; = D(i,j-1)+C(Lby);
D(l,_]) = min ( M1 , M2 , M3 );

FINPOUR
FINPOUR

DL (X,Y) =D(n,m) 5

FIN

Exemple :

X={a,b,c,d}

x = aabacd et et y=abd
C(a,a) == 0 pour tout o de X

C (a,A) ==C(Aa)== C(a,p) pour tout o de X et pour tout o et B de X avec a#f
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Le calcul peut étre résumé dans le tableau suivant :

D(i,j) 1=0 =1 1=2 1=3 1=4 1=5 1=6
A a a b a c d
=0 A 0 1 2 3 4 5 6
j=1 a 1 0 1 2 3 4 5
j=2 b 2 1 1 1 2 3 4
j=3 d 3 2 2 2 2 3 3

Dy (x,y) = D(3,6) =3

Trace correspondante :

5.6 EXERCICES

Soit le signal suivant :

P r b t b b b p r b t
En supposant disposer de 1'alphabet X = { p,r,b,t }
et que les formes de signal acceptables appartiennent au langage

L = (prbt (b+bb+bbb))*

1) Donner la grammaire G = { X,V,S,P } générant le langage L .

2) Décrire l'automate non complet correspondant ( on suppose qu'un signal étudié
commence obligatoirement avec p mais qu'il peut étre de longueur quelconque. D'autre part

un ¢état particulier d'un automate peut-€tre a la fois initial et final).

3) En représentant un automate complet avec ses états poubelle, décrire une technique pour

déterminer si un signal est normal ou pas.
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Solution possible :

1) X={p,r,b,t}
V={S,A,B,C,D,E,F}

S — pA
A—>rB
B—bC

P C—>tD

D — bE/b

E — pA/bF/b
F — pA/bS/b

2)

Soient les échantillons suivants décrivant une classe de formes :
X1 = aabcabcababaaa
X2 = aaaaccbbabc
X3 = abcaaab
X4 = aaaaab
Donner l'expression réguliére inférée par cet ensemble d'échantillons
et l'automate associé.
Donner la grammaire G={X,V,S,P} correspondante.
Donner une méthode permettant de savoir si une suite de caractéres peut étre générée par 1'automate
inféré par les échantillons.

On suppose qu’une classe est définie par les échantillons suivants:

X1=aabaaababcabc
X2=abcabaabcbc
X3=aaaaabc

Donner I’automate généré par 1’algorithme uvkw
Donner la grammaire G={X,V,S,P} correspondante.

Soient les échantillons suivants décrivant une classe de formes :
X1 = abcabcabcaaa X3 = aaaababab
X2 = aaaaabcaa X4 = aaaaab
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Donner I'expression réguliére inférée par cet ensemble d'échantillons et I'automate
associé.

Donner la grammaire G={X,V,S,P} correspondante.

Donner une méthode permettant de savoir si une suite de caractéres peut étre générée
par l'automate inféré par les échantillons.

Soit un signal de type plateau supposé décrit par une chaine de symboles
(M: montée, P: plateau , D: descente) . Chaque symbole correspondant a une durée constante.

1) Représenter 1'automate permettant de reconnaitre un plateau de hauteur 1
(une montée, un plateau de largeur quelconque, une descente) et donner l'expression réguliére
correspondante.

2) Donner l'automate permettant de représenter une suite de plateaux de hauteur 1 (on
suppose qu'une descente est séparée d'une montée par au moins un plat).

3) Donner la grammaire réguliére permettant de générer les signaux de la question 2.
4) Comment concevoir un automate capable de reconnaitre un plateau de hauteur quelconque

(nombre de montées égal au nombre de descentes)

Soient les échantillons suivants décrivant une classe de formes :
X1 = ababaaabcc
X2 = aabccaabce
X3 =aabc
X4 = aaaabbbab
Donner l'expression réguliére inférée par cet ensemble d'échantillons
et l'automate associé en utilisant la méthode uv*w.
Donner la grammaire G={X,V,S,P} correspondante.
Donner une méthode permettant de savoir si une suite de caractéres peut étre générée par 1'automate
inféré par les échantillons.

On suppose qu’une classe est définie par les échantillons suivants:

X1=aabaaababcabc
X2=abcabaabcbce
X3=aaaaabc

Donner I’automate généré par I’algorithme uv'w
Donner la grammaire G={X,V,S,P} correspondante.
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